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Cuando no hay anrbigüedad se supri:nen los superfndices
que indican las dinensiones de Ia matriz.
Àsf: {t} es ef tensor de tensiònes (3x3)
{t--} ps el vector tensi6n en un plano dex
versor 0X (tx3)
T Es Ia cd¡ponente normal de Ia tensiónxx
en el plano de versor 0X. (El primer
subfnttice designa el plano y el segun-
do la direcci6n).
Traza de {t} = {Ð Es la su' de 1a dia-
gonal principal de la matriz,
INTRODUCCION
INTTODUCCION.
Este texto recoge parte de las enser-ran-
zas del curso de Cálculo de Estructuras III de
Ia E.T.S.A.M.¡ y es el resultado de un curso Ím
partido por eI autor y eI profesor Ignacio Jae-
nicke, a quien se debe la notación utilizada.
Cada hoja del texto consta de tres colum
nas- La derecha permite seguir el_ hilo del razo
namiento, apoyándose en l-as figuras de la colum
na central. Los desarrollos matemáticos se si-




















Toda estructura sometida a un sistema de
fuerzas en equilibrio es susceptible de ser a-
nalizada desde dos puntos de vista:
-Por un lado pueden estudiarse los esfuer-
zos a que se halla sometida.
-Por otro lado pueden analizarse los movi-
rmientos de Ia misma.
Según sea eI nivel- del análisis (estructu-
.ra, rebanada o punto), 1a denomÍnaci6n de es-
fuerzos y movimientos puede ser la de J.a figura
(1.1) 
.
En cualquier caso, e1 objetivo es limitar
razonadamente los esfuerzos y los rnovimientos a
que puede ser sometida la estructura (o parte
tte éIIa) .
El único nivel de anáIi5is que permite una
amplia generalizaci6n para elementos estructura!-
les de todo tipo es el que parte del estudio de[
comportamiento de cada punto de Ia estructura.
EI análisis de elementos mayores (rebanadas
trozos, etc.), 6til para el estudio de estructu-
ras isostáticas o para casos de estructuras lÍ-
neales, no es suficientemente general.
FIGURÀ (1.2)
ELementos estrucÈurales y "rebanadas"
soporte
vôtr












ðáaa ir'áe"iã implica 7¡
estados de tensión tli-' //tl
ferentes en eI punt .
{to} = 6{ro},26Ào = Fuerza / superficie
siendo To*rTo",To", las componentes de la tensión
en un plano c (definido por su versor), es decir :
rax = lr'lcos q,x
to" = l.ol"o. cy
to= = ltolcos cz
se pued.e poner, en forna vectorial
?o=t*l*.o"i*.oj
y, en forma matricial
{t}={t r r It - 0,x cy - o.z'
Por tilto :
++-l+T. = Tili * a*"j * r*"* 
= 
{rx}
{'rr}= Tensión que actúa en Ia cara X
T = cmænenre de J-a tensión{1 }en la dirección 0yryx
TTxy
En muchos textos Ts = O* , ay" = Oy i lzz = Oz
r dx, dy, dz, pueden ser lo pequeños que quera-
nþs y aI darles e1 valor de la unidad de longitud no se
altera su carãcter infinitesimal, ya que la midad de
longitud puede ser elegida tanbieî tan pequeña como sea
Precrso.
t' =t +âr /à "(- =r +ãr /àyx yx yx' y zx zx 'zx.-z
r' =T +At. /A Í' ='r +âr â
. 
yy yy yy y zy zy zy./- z
1' =r +àt /à -t' =t +âr /Ayz yz yz y zz zz zz. -z
Lado del cubo igual a La unidad.
1.1 nsra¡o DE rÈNSroN.
Dada una superficie lz una fuerza que ac_
túa distribuida sobre Ia misma, se denomina
tensión a Ia fuerza que se ejerce sobre cada
unidad de superficie.
Definidos unos ejes coorclenados X,y,Z,una
tensi6n consta de tres componentes según dichas
direcciones y su sentido depende de l_a cara de
la superficie sobre ta que medimos 1a fuerza,
como podemos ver en Ia fig. (1.3).
Si observamos l_as tensiones ejercidas so-
bre planos paralel-os infinitamente pr6ximos y
admitimos que las tensiones sóIo varfan gra_
dualmente, su valor se mantendrá constante sal_
vo una variación infinitesimal.
Para estudiar 1os esfuerzos a que se ha_
lla sometido un punto (su ESTADO de TENSION)
podemos eval-uar las tensiones ejercidas sobre
las caras de un elemento cúbico infÍnitesimaL
fe caras paraleJ_as a los pl-anos coordenados con
centro en el punto.
Si las aristas miden La unidad *
Euerza sobre cada cara será directamente
tensión.
I'Ef ESTADO de TENSION en un punto puede,
pues, expresarse como una matriz cuyas filas
son las tensiones de cada cara y cuyas èolum_
nas corresponden a 1as respectivas componentes
paralelas a los ejes :(,y,Z.tl
ESTÀDO DE TENSION EN EJES O;X,Y,Z
3 3 li._il [.* .* '-"-1 ["-t" = ll."il = 1."* .," ',=l = 1.".









=r +âr /àxxx xx'
=r +âr /àxy xy' x
=r +â'r /àxz xz' x
Se despreci.an las variaciones infinj,tèsimal-es de se_gundo o mayor orden.
r T@ando Donentos alrededor del eje Z queoa:
T-T=0xy yx
puesto'que todas las fuerzas concurren en el eje Z sal-
vo las citadas, que fornan, d.espreciando infinitésimos
de 2oorden, dos pares que han de ser iguales y contra_
rios pata que exista el equilibrio.





Por tanto, La matrrz que expresa eI estado de
Èensión essinétricarespecÈo de la diagonal principal,







zx+àT r*/àz) +Þ* = O
Es decir:
at**,2âx+ðT"x /ày+à-r r*/òz+p* = oÀnálogarnente : ât*",2âx+Ðr" y/ày+àT zy,/à z+p y =o





Equilibrando momentos alrededor de cada
ele se comprueba que las tensiones tangenciales
que se dirÍgen a 1a mis¡na arista son iguales. *
1.21 ecuacroNns DEL Eeurr,rBRro ELEMENTÀL.
Si analizamos eI equilibrio de fuerzas **
para eI eLemento cúbico y llamamos {p} a la
fuerza ejercida por unidad de masa (el peso es_pecffico, las fuerzas de inercia etc) pueden
establecerse 3 ecuaciones de equilibrio, una
para cada eje coordenado
iv){ti+{o }={o} {1.1}
13
si {v} = iâ,zax à/ày à/àzJ
Las ecuaciones de equilibrio pueden escribirse






ESTÀDO PIÀ¡iþ DE IENSION.
puede escribirse
Si no hay fuerzas de msa para un estado plano
nos queda:
rIGURÀ (1.6)
Las ecuaciones de equilibrio inplicar¡ urra reLacrón
entre fas tensiones.
^YI
l.3EsrADo Pr.aNo DE TENsroN.
Se denomina asf aI estado de tensÍ6n en
eI que no existen esfuerzos en uno de los pla-
nos coordenados (p.ej. eI eje Z).
Las ecuaciones de equilibrio pueden es-
cribirse idénticamente a las {1.1} consideran-
do s61o las componentes de tensión y fuerza co-
rrespondÍentes aI plano XY .
Puesto que el número de ecuaciones {L.1}
es menor que el, número de cornponentes de ten-
sión (3 ecuaciones para 6 componentes)rIa solu-
ción no puede hallarse s61o por equilibrio:
EI problema de hallar eI estado de ten-
si6n en todo punto d.e una estructura es, por
tanto,hiperestático.Será necesario considerar,
además de las ecuaciones de equilibriorlas que








. Plano E definido por {v.}= {o. d,- a- }.qqxçy\z
Sea À el á¡ea definida en eI triedro por el pLa-
no f.
El ãrea de las carae correspondientes a Ios pla-
nos cÉordenados son Ia proyección de À:
À =o,-.ÀxqxÀ =c-.ÀvqvÀ =c-.Àz\z
Por equilibrio resulta:
13 13 13 13
.n:{r-} =l .{t } +¡ -{r } + e .{r }ç x x y y' z-z'
es decir:
13 13
+a-{r}+c-{t}qy' y 12' z
que puede escriòi¡se:
I 3 1 333{tr} = {vr}.{t}
Expresión válida para cada punto det cuertrD, pa-
ra todos los pJ.anos imaginables.




2.1 rnnsroN EN uN pr.At¡o cuALOUTERÀ.
Sea un plano cualquiera en eI entorno del
punto cuyo estado de tensi6n analizamos.
EI plano queda definido por los componen-
tes de su versor (vector unitario normal- aI
plano), o Io que es igual, por sus cosenos di-
rectores. {v_} = {o- o,_ c, }q Èx \.1 1z-
Si aislarnos un triedro defÍnido por los
planos coordenados y el plano considerado, las
tensiones en éste guedan determinadas por las
tres ecuacÍones de equilibrio: *
ttrÌ = {vr}{t) { 2.11
Por Ia ecuación {2.I} , a cada dirección
{v.} se Le hace corresponder Ia tensi6n sobre
e1 pJ-ano normal a Ia misma ( {t} es eI operador
rque define dicha correspondencia) .
En una estructura cualquiera, Ia ecuaci6n
{2.1}será válida evidentemente sÍ el plano E
es, en los puntos de Ia superficie, tangente a
l-a misma.En este caso {tr} es l-a tensión ejer-
cida exteriormente sobre el cuerpo en ese punto.
Por ell-o también se utiliza {2.1i como e-
















13 13{tr} = c6*It*}
* sea el .";" a. t"r"iorr." ?.1*r"
Elegidos c-otr) nuevos ejes coordenados los E, \, e'
de versores {vr}, {vn}, {vr}; rror Ia ecuación {2.t} pueri
de escri-birse la te¡¡sión en cada uno de los planos per-
pendiculares a dichos ejes:
y nás a-breviadanenÈe:
{.qn,} = {vrna}-{t}
estando definidos todos los valores en ejes Xyz3
{tqnr}*", = {vEne}*y"'{t}*y" {¡'}
tt Sa.baos que las cmIþnentes de un vector (como
por ejenp.Lo {tr}l * mos ejes son las proyecciones del
vector sobre Los mims.
Puesto que la expresi6n de Ia proyecci6n puede
obtenerse c@o producto escalar del vector por eI versor
que ¿lefine eI eje,
1 3 3 1- 1 3 3 l- 1 3 3 1-tr, = {tr}.{vr}^; trn = {tr}.{vn}', ,EÇ = {tr}.{vr}'
F1 3 I ir ¡ 3 3-l



























2.2 ceusro DE EJES cooRDENADos.





Io para unos ejes coordenados cualesquiera (or-
togonales) diferentes de X,Y,Z.
Sean, por ejemplo, tres planos ortogonales,
€,n,6, definidos por sus versores correspondiqnr
tes ({v.}{v-J{v-}), que constituirán un nuevoqnÇ
sistema de. referencia :
1o) Se obtienen por {2.1} 1as tensio-
nes sobre las caras del cubo unidad Ern,E, ¡nedi-




- 1-xyz { tn }*o. f - ì( t-JÇ xyz
{' Enr} *r" = {ttn6}*r= l' *o=} *"=
-:1o ) oichas tensiones se expresan co-
mo componentes correspondientes a los nuevos ejäs
proyectando, para cada cara, todas las componen-
tes en los ejes primitivos sobre los nuevos. **
{¡ 'l
''EnL' En6 = {t{nr}*rt{' *rt} *"'{u ¿n1}Ïr"
o, abrev.iadmente:
{ri'= {vi{t}{v}r
Las propiedades de {t} son las de un opera-
dor sobre vectores ({2.1}) cuyos câmbÍos de ejes
se definen por 1as ecuaciones {2.2}, que son, co-
mo ya se sabe, ì.as propiedades de un tensbr.





. {t}*", - {vrn, }'*" tz.zt
l-c- d- a- -lI E* Ey Lzl
=lo c 0 |I nx ny \zllcr o cr I
l_ 6" Çv e")
{t}qna
y Por.{i} {.}gna
[-qq 'qn 'Es-l{t}rn, =ltn6 tnn -nql
llee 
-rn -.el








. {tr} = o, {vr}
I 3 1 333{tr} = or.{vr}-{r} (siendo {r} La natriz idenridad)
1333 l3 33
'ae 
{z.r}: {vr}.{r} = {v}r.or.{r} y por 10 ranro,
I 3 33 33 13{v-}.({r} - o-.{r}) = {o} {2.¡}qq
Cm el nódulo ae {vr} es Ia unidad (1), las e-
cuaciones anteriores {2.¡} son ciertas s6lo si se anula
eL determinante:
33 33l{t}-o-{r}l=o lz.qj
Ecuación característica que ha de cumplirse para
todas las direcciones principales-
Dicha ecuación (polinonio cúbico) tiene tres rai-
ces. Distingui-rcs Ios siguientes casos:
a) Las tres raices son distintas.
Para cada raíz oE, Orl, OE puede obtenerse eI
versor correspondiente a su dirección por las ecuaciones
{2.3 } .
Se trata de tres direcciones principales orto-
gonales entre sí.
b) Existe u¡ra raiz doble.
Para Ia raiz simple 06 se halla Ia dirección 6
ae {2.¡}, los planos definidos por cualquier direccj.ón
nomal a ésta s6lo tienen tensión normal (de vaLor eI de
la raiz doble); eligiendo entre éllas dos perpendicula- .
res entre sí n y E, formn con f ejes ortogonal-es prin-
cipales.
c) La raiz es triple.
lbdo plmo tiene Ia nisma tensión:
Se trata de u caso de presión hidrostática.
/',
2.3 rn¡¡sro¡¡ES pRrNcrpALES.
Se denominan direcciones principales a
las direcciones para las que eI plano corres-
pondiente está sometido sóLo a tensi6n normal o
(tensión orientada según esa dirección).
Si { es una de tales direcciones y of es
el valor de la tensi6n normaf para eI plano de-
finido por 
€, La inexistencÍa de tensi6n tan-
gencÍal puede expresarse como paralel-ismo entre
eI vector de tensión y eI versor del plano:
{t-i = o"{v-}ççq
De dicha expresi6n pueden obtenerse las
direcciones que tienen taL propiedad (direçcio-
nes principales) {2.3}, y 1os valores de la
tensi6n normal correspondientes (tensj.ones
principales o valores principal.es de la tensi6n)
{2.¿} en eI orden siguiente¡ *
l{t} - o.{r}l = 6
{vr}. ({t} - or.{r})
2.4 TNVARTANTES DEL TENSoR.
EI tensor {r} tiene
13 Traza del tensor:
= o- + õ + Õqne








de la diagonal prin-
+A =A--+A +zz qq nn
- 






dose eI resto por rotación ¿s f.ndices-






{vr} = tQ, tQ, tQt
me.didas respecto åe fos ejes principales defi-
nen los planos octaédricos que se caracterizan
,por tener las mis¡nas tensiones normal_ y tangen-
cial:
1oo = ä.(o, + on + or)
a )v,
Ff,A!ùOS OCTAEDRICÞS
Obtenidos trazando pLanos nomales
- 
a las diagonales: Si se hacen pasar




Desplazamiênto de r¡n punto arbitrario3
13{u} = {r . w} (siendo u = u(x,y, z,, el.c.,
["",]
DEFORMACION, COMPAT I BILI DAT)
3.1TMOVII.{IENToS Y DEFoRMACIoN.
Toda estructura cargada y en equÍlibrio
se halla deformada: Los puntos de l-a estructura
se han despl_azado de sus posiciones originales
una cierta distancia en las tres di.recciones
del espacio ({u} = {u,v,w} para cada punto),
habiéndose deformado todas las l_fneas origina-
les.
Si definimos eI entorno del punto O como,
una esfera de radio unidad centrada en O y consi
deramos en particular l-os tres puntos a la dis-
tancj.a unidad según las tres direcciones de1 es
pacio, dicho entorno se ha deformado (Ios puntos
ya no están a la distancia unidad, ni sobre ejes
ortogonales) .
Si de los movimientos de los puntos del
entorno eliminamos Ia parte que corresponde al
desplazamiento de O ({u,vrw}) y Ia que correspon
de a Ia rotaci6n de Los ejes que acompañan al
punto, Ios movimientos restantes corresponden a
Ia deformaci6n pura deL entorno de O. *
, Expresamos eI estado de deformación del
.punto por una matriz cuyas filas son los rnovi-
mj.entos (debidos sóIo a la deformaci6n) de los
:puntos situados sobre los ejes a Ia distancia
unidad, y cuyas columnas son las componentes de
dichos movimientos, medidas paralelas a Los e-
jes X.Y,Z respectivamente.
Las deformaciones se derivan unfvocamen-
te de los movimientos generales de 1a estruc-
tura: **
{e} = }.{v}T{u} + }.rutTrv} {3.1}
{e} es una matriz simétrica respecto de
la diagonal prrrrcipal.
'sEccro¡J"
âu 1 -âv âu. 1 -âw àr. IÐx 2'âx ày' z'ãx Az'l
1 -âu âv. àv 1 .âw ãv. I
ztãt * 
-aJ ãt t(Ð * P 
r
1 .âu Ðs. 1 -ãv Aw. âw I
,tã; * 









33{"} 31 13 31 13= ] tvtt {u} * } {'}r {v}
FIGURA (3.2)
{s.r}
r Puesto !Iue3 
-
^¿
^ ð-e ^3du xx du




-yy ay ' âx2 âyâx2
SlÐando ].as últimas ecuaciones resulta:
^2 ^2 ^2 ^2'de de dY deH. yy_ 'xy 
^ 
xy
J -J - ãiãy -'ãiãyòy dx
rota¡rdo índices:
à2" a2" à2vzz 'vz7î* ^2 =ñfðz ðy
^2 ^2 ^2de de dYzz u 'zx
^2 ^2 âzâxdx d2
obten€nos tres expresiones llanadas comumente "Primer
grupo de ecuaciones de conpatibilidad".
Igfualmente pu.ede establecerse :
à2e ^ ðe äe äex d , yz zx xy,@: E t- -T" - -ãi1 - -T; '
¿2e ^ âe äe ðeY:ötyz-zxrxYr
èzèx ây ' àx ây àz
^2A-Ê ^ ãe âe âez ò , yz zx xy.
ãxây àz ' âx äy àz
Que pueda verificarse sustituyendo }os e. , por
sus valores æ funci6n de {u}.
Este conjr¡nto de ecuaciones es el llmado "Segun-
do'grupo de ecuaciones de compatibilidad".
FIGURÀ (3.3)






Las seis funciones que definen Las compo-
nentes de] estado de deformaci6n {e} se derivan
de las tres funciones que expresan los movimien-
tos de La estructura {u}.
Es claro, pues, que las componentes de ]a
deformación en cada punto no pueden ser totaL-
mente arbitrarias, sino que se encuentran liga-
das entre sf por relaciones funcionales. *
Estas relaciones pueden escribirse de di-
versas maneras.
En 1a figura (3.3) puede observarse una
descrÍpción flsica del prirner grupo de ecuacio-
nes:
Situando sobre eL eje X elementos con a-
Iargamientos e__ crecientes, y sobre el eje Y e-
-v
Iementos con e-_ crecientes, para mantener Lax
continuÍdad se precisan distorsiones que se in-
crementan con X e Y de tal_ modo que su varia-
ción respecto de esos ejes es igual a fa suma
de las derivadas segundas de l_os alargamientos.
ß.zj
EJEì{PLO de estado PLANO de Defomación.
Tunel indefinido, t¡o hay movimientos en la
dirección Z.
t3.21
Puesto que ]as seis componentes de {e} se
derivan de tres funciones {u}, sus rel-aciones
no bastan para resolver el- probJ,ema de determi-
nar sus valores:
Subsisten tres funciones inc6gnita inde-
pendientes.
3.3nsrnoo Pr,ANo DE DEFoRMÀcroN.
Es aqueJ- para el que no existen deforma-
cÍones en una dirección.
Dicho estado no se corresponde, en general,
con un estado plano de tensi6n.
^2 ^2 ^2dY de de
'xv x v+Jâxâv ^2 ^2' òy dx
11
t El Doviriento de un punto er={vr} qued,a deteminado
por eI de los puntos X.y,Z; a distancia unidad del origen
sl- consideraæs constante Ia deformación en eI elemento de
volrren (cosa perfectamente viable si desprecia¡nos infini-
t€sircs de segrrndo o Dayor orden) .
En este caso P- acompaña a X (e y,z) en su movi-
E
uiento,pero a-L ser su distancia aI plano OYZ menor: c6x
(crÈ__,c. ) su unviniento es proporcional-emente menor.Ey \z
El rcwimiento total es Ia suma de los procedentes
de cada ua de las direcciones.
13 131313{e-} = c- {e }+c- {e }+a- {e I = {c-BBxxgyy\zz\x
1 33 3{v.}{e} {¿.lJ
para ejes ortogonales E n Ç
l 3 1 333{e-} = {v-}{e}
s9
1 3 1 33 3{e-} = {v-}{e}nn
1 3 1 33 3{",} = {",}{"}¡,9
3 3 3 3 33
es decir {e- _} = {v, _} {e} {i}\\ç xyz ¿-t)ç xyz xYz
l¡. Dichas defomciones se expresan sobrr
ejes proyectando, análogamente a {2.2}.
13 31 13 31 13 31




{"n}rna={ en } 
","{ uE r,}'*r,131333-
{e, }rn,:{ e, }" 
""{ "E r,} i""33 3 3 3 3_
o, a.breviadarente {"},na={ernr}*ur{"Enç}i*
yportll 33 3 3 33 3 3- r¡^r{.}qn,={u.nr}*""{"}*"r{tE 
ne} *v" 
1" 'zI
f t ì-lte-_J l.






4.lbnron¡¡ecroN EN uNA DrREccroN cuAróurERÀ.
Sea un elemento de volumen situado en
torno a1 punto en estudio. Como ya he¡nos hecho
para los ejes coordenados, definimos Ia defor-
maði6n en una direcci6n cualguiera por eI movi-
miento (debido sóLo a deformación) experÍmenta-
do por un punto situado en dÍcha dirección, a
la distancia unidad del original.
Dada una dirección {, Ias coordenadas de
punto son {v.} y eI movimiento def puntos
def inj-do por: *
{er}= {vr} {e}
DE EJES.
Definido un estado de deforrnación en los
ejes X, Y, I ({e}*"r) es conveniente poder ex-
presar dicho estado en otros ejes ortogonales
cualesquiera.
Si definimos tal nuevo conjunto de ejes
E, \, e.
1") Por {4.t} se obtienen l-as deformacio-
nes correspondientes a dichas direc-
ciones medidas sobre los antiguos e-
les: **
{"tnr}*"r={ttne }*y, {"}*",
2o) Las componentes de deformación obte-
nidas se expresan sobre l-os nuevos e-
jes proyectando las anteriores: ***





















siendo {e} el- tensor de deformaciones.
r Ànáloga¡e¡¡te al caso del tensor de tånsiones:
{er} = er{vr}
{er} = er{vr}{r}
- Consialeran¿o {¡.1} se obtiene:
{vr}{e} - {vr}er{r} = {o}
{vr}r{e} - er{r}l = {o} {a.:}
y sie¡¡do {Vr} ur vector unidad debe ser nulo eI determi-
nante signriente:
l{e}-e{r}l=o
Obtenidas las raíces eE, ,rl, eç de dicha ,'ecuación
ca¡acterística' pueden, igrual que en aquel caso, ha1lar-
se las direcciones principales con las ecuaciones {4.3}.
[¿.q]
4.SonronuecroNBs pRrNcrpÁLES.
I ef igual que en el caso de las tensior¡es
se denominan direcciones principales aquellas
para las que sólo existe alargamiento o acort,a¡
miento, (defornación orientada según esa direc-:
ción) .
Siendo E una de tales direcciones y e, e\




de donde se derivan los valores princÍpa-
Ies de Ia deformación: *
l{e} - e{r}l = o {4.4}
y las direcciones principaless
{v-} ({e} - e-{r}) = {o} {4.3}gg
4.4o¡r¿recroN cuBrc.A y DrsroRsroN.
Dilatación cúbica 0 es eI incremento de
volumen respecto de Ia unidad y es igual a la
traza del tensor de deformaciþn, si desprecia-
mos los cuadrados de las deformaciones e fren-
te a sus valores: **
o={õ}={v}{u}r {4.s1
Suele considerarse dividido el tensor de
defor¡¡aciones en dos partes, de DILATACION en
volu¡nen y de DISTORSION de forma.
tr Dilatación cúbica:
0 = (l+eE) (l+en) (t+e6)-t a e€ + rn * .e
=€ +e +E ={Ðxyz
0 = taza de {e} = {Ð = .**+ 
"""* "=,
e = {Ð = å}. #. åä = ìoii"ì*





' {t}o, = {v}{u}rn{v}r
fct- a I fcosa seno
,'t =Ë: 
"il = [-""'o "o=o




toß = -(o, - on) -coso.senc
ltazando poI n una recta que fome con X un ángu-
lo û y proyectando;
I o) o- sobre ésta obtenmos un punto o
9
20) O sobre ésta obtenemos un Punto B
luego proyectädo c y B sobre Ia horizontal obtenæos
los puntos À y c, resultando:
22OC=Õ--cosC+O.senO,=Oqn0
Co = (oE - on).senc.coso = -Tcß
El puto opuesto a G representa , pues, {-ro} af
ser su abcisa igual a oo y su ordenada igual ato'.
tr observando la figura inferior, los Puntos orc- da-
da Ia construcción utilizada, foman con los ¡ f un án-
gulo constante de 9Oopor lo que se hallan todos 6llos
sobre una circunferencia de diámetro n E' De Ia cons-
trucción se deducen las dos propiedades siguientes:
I.OS PUNTOS EN I,A CIRCUNFERË]I,ICIA I€?RËSENTAN DIREC-
CIONES QUE FORIITÀ¡¡ EI+TRE SI EL MISMO ANGLLO QUE AQUEL
COI¡ QUE SE I,ES OBSERVA DESDE IÀ MISI:À.
CÀDA PI'NTO OPUESTO SOBRE I,A VERTICAL REPRESENTA
IÀ TENSION DE I.À CARÀ DEFINIDA POR DICHÀ DIRECCION.
OB = û-seno,, OA = o sen2o,rt n




¡c = (o.-o-)cost, ; Co = 1o--o_)cososen0, = -Tç rr q n' 'aß
EI ángulo {r¡c = o. y el punto opuesto a o representa la










Sea un estado plano de tensi6n (o de de-
formaci6n) {t} (o {e}) conocido en ejes princi-
pales. (1)
Si representamos Ia tensión en cacla cara (2)
y posteriormente rotanos las caras para super-
ponerlas, (3) obtenemos una representaci6n en la
que el eje horizontal representa las direccio-
nes de los versores de l_as caras (la direcci6n
normaL a Ia cara) y el eje vertical los pJ_anos
de las caras.
Esta representaci6n (coordenadas intrfn-
secas) permite comparar los valores de tensión
normal y tangencial en todas fas direcciones en
un solo dibujo.
5.2 crncur,o DE MoHR.
ConocÍdos los valores de las tensiones
principales y sus direcciones, ¿cómo represen-
tamos una dirección o, cualquiera en coordenadas
intrfnsecas? Lo hacemos trazando una recta gue
desde n forme un ángulo o con E y proyectando {
sobre la misma.
EI punto o representa Ia flirección (pues,
visto desde n forma eI ánquÌo o con 
€), y el
punto simétrico respecto de la horizontal re-
presenta Ia tensión para 1a cara que esa direc-
ción define:{t }. *
- 0,'
Al elegir direcciones o.-, e'i etc. se de-
finen nuevos puntos, quedando todos sj,tuados en
una circunferencia de diámetro {n,E} . tal
construcción se denomina CIRCULO DE MOHR. **
I
l







1 ) HÀLI.AR TENS¡ONES EN EJES X,Y, À PARTIR DE IÀS TENSIO-
NES PRINCIPÀI,ES.
Sobre u¡r eje horizontal se sitúan or=6 V on=n r
se dibuja eI cfrculo de diánetro lfr-, desde n se tra-
za una recta que fome un ángulo o con eI eje horizontal,
la fnte¡secclón con el clrculo represehta La dirección X,
el opuesto, La tensi6n ir*Ì; después, o bien se procede
anáIogamente para Y, o bien se deterninan v y {tr} como
Ios puntos diametraLmente opuestos a x X {t*}.
2) HÀII.AR I,AS ÎENSIONES PRINCIPALES A PARTIR DE IÀS TEN-
SIONES EN EJES X,Y.
sobre ejes coordenados lntrfnsecos se trazæ {'r*}
V {t--}, se traza eI cfrculo de diánetro definido por am-
-v
bos puntos. Los puntos de mayor y nenor cota horizontaL
definen las tensiones principal-es¡ y sus direcciones, m
posicÍdn real si se obseroan clesde Pi{tO}-
ESTADO LINEÀL
Con el 
"f..rrfo de MOHR puede resolversecualquier problema del estado de tensi6n:
1) DADO EL ESTÀDO DE TENSTON EN EJES
PRINCIPALES, EXPRESARLO EN EJES X,Y.
2) DADO UN ESTADO DE TENSION EN EJES X,Y,
HALLÀR LOS VALORES Y LAS DIRECCTONES
PRINCTPALES.
Como el_ punto que define {t.,}
queda en Ia horizontal deI punto X
(gue define la direcci6n horizontal X)
suele tomarse {r..}=P como poJ-o de Ia
vfigura y observar 1as direcciones des-
de eI mÍsmo, por 1o que quedan dibu-
jadas no sóIo en posici6n relativa,
sino en sus posiciones reales,
5.3n.rnupr,os DE ESTADoS DE TENSION (o DEFoRMAC]oN)
MedÍante el cfrculo de llohr pueden in-
terpretarse fácilmente estados de tensi6n parti-






oblicuo ( conponente vertical )
5.4 coonoenADAs oBLrcuAS.
Cuando pretende resolverse un estado
plano de tensión en hormigón ar¡nado mediante
dos familias de armaduras, y no pueden utili-
zarse las direcciones princlpales (una direc-
ción es fija, por ejemplo) hay que utilizar
coordenadas oblicuas, a fin de poder aislar el
efecto de cada armadura en cada corte.
En coordenadas oblicuas pueden conside-
rarse dos tipos de componentes:
a) COUPONENTES PARALELAS
b) COMPONENTES PERPENDICULARES
Las componentes paralelas son tales que
,1ã=rai (por equilibrio de rnomentos) pero no
se corresponden con tensiones normal_es y tan-
genciales.
Las componentes perpendiculares se co-
rresponden con las tensiones normal y tangencial
de cada cara,pero en este caso r 1rl^821
De cualquier manera, arnbos grupos de
componentes representan el mismo vector tensi6n
en cada cara (eI ¡nismo punto en eI cfrculo de
MOHR) 
-
Pueden asl resolverse 1os problemas aso-
ciados a los armados. Verernos en las páginas si-
guientes la resolución de dos problernas que
pueden plantearse fácilment,e con eI auxilio
de las coordenadas oblicuas.




a) se representa el estado de tensl6n por su cfrcu-
lo ale !þER-
b) Àt cortar paralelanente a la armadura (cara y)
obtenems ìrna cara sin armadura cuya tensión {1.,} forrna
I
rm ángulo c con la normal, Puesto que querenos I'iberar
al hornig6n de tensiones la armadura debe llevar dicha
direccL6n. Esa es la clirecci6n CONJUGADA.
c) EI esfuerzo unitarÍo en el corte normaL a Y vie
ne dado nor {rr}. La amadura urr se!>arada obLicuanence
s, debe resisÈir {t.-} por unidad de longitud en ese corte,
v
Trazildo por el extremo ae {rr} una nornal a ésta obtene-
mos B, que nide dicha capacidad mecánica de Ia amadura
U" nedida sobre Ia perpendicular a su dirección (en la di
rección de s separaci6n real S').
d) Las te¡siones en un corte paralelo a Ia direc-
ción de la armadura U se obtienen nomalmente en eI cír-B
culo. EI B¡nto que define Ia dirección c está precisanen-
te en la dirección de la tensi6r {r }; {t^.} 
"s 
su opuesto,ys
y por Ia misra construcci6n que en eI apartado c) se ob-
tiene UÀ.
PROBLEMÀ t' ¡
DÀDO UN ESTADO DE TENSION (TRACCIONES)
Y UNA DIRECCION DE ARM.ADO FIJA, HALLAR LA DI-
RECCION DE ARMADO CONJUGADA (QUE LTBERA DE
TENSIONES ÎANGENCTALES À,L HORMIGON) Y LA CAPÀ-







a) Dibujaato el cfrculo de MOHR se obtienen las
tensiones correspondientes a las tres caras de un elemen-
to triangular de lados paralelos a las direcciones de ar-
Daalo (1,2,3).
b) Considerando que en cada caso el eje horizon-
tal representa Ia direcci6n nomal aI corte, se trazan
J.as dos direcciones de amado que quedan aisLadas por ca-
da r¡no de los tres cortes ( caras 1 ,2,3 ) y se descompone
Ia tensi6n de cada cara entre ambas direcciones.
c) Ànáloga¡ente al ejenplo anterior las componen-
tes obtenidas representm Ia capacidad mecánica nedida
paralelamente aI corte (según una direcci6n oblicua al
arnado) por Io que p¿rra obtener Ia capacj.dad mecánica
por rmidad de longitud noml al amado se traza una nor.
mal a la conlDnente trasta la horizontal.
(r-Jt
i,, PROBLEMÀ 2 :
DADO UN ESTADO DE TENSION Y TRES DTRE-
ccroNES DE ARMADO FIJAS, OBTENER LAS CUÀNTIÀS





t l.t6du1o de elasticidacl (o de rigidez) Iongitudinal.





it M6dulo ale elastlcidad (o de rigidez) transversal-
c = à^r/àl r en material elástico:
G=1/\=cLe.
E, P, G ¡ CONSTANTES DEL MATER]AL
REI,ACION ENTNE IÀS CONSTAI{TES DEL MÄÎERIAL




e = o /E - v/E(o l{ ) = 1:S - l{o.-*o..*o-)
-x-'-'-Yz'ExExYz
E = a /E -\) /8.@.o ) = lluo - ](o.-*o.-*o-)"y"y'--'-,-z-xEyE.xyz
l+u v
ez = oz/E -V /E(Ax+oy) = tor- ¡'(o*+oo+o=)
1+v





e = (1/2G)tyz yz
e = (1/2G11zx zx
\y
RELACION TENSION - DEFORMACION
6.1 euseyo DE TRAccroN o cot,pp.DsrolJ.
Sometida una pieza a tensión normal en una
direcci6n, se observa experimentalmente gue en
la misma se produce una cìeformaci6n (longitudi-
nal) de igual dirección y senti<1o que 1a tensión
aplica<1a (alarclamiento en tracción o acortamien-
to en compresi6n), a 1a vez que una dilataci6n
transversal en todas las ciemás direcciones de
Y signo contrario.
- trn la mayorfa de 1os nateriales puede ad-
mitirse sin error apreciable que dicha relación
es constante en l-os primeros estadios de la car-
ga, manteniéndose constante igualmente el- co-
ciente entre deformaci6n transversal y defor=
maEión longitudinal- (material lineal o de Hooke) *
6.2 IT¡SEYO DE CORTADUPÀ.
Sometida una pieza a tensión tangencial
(en generaÌ en un ensavo de torsi6n), se observa
análoganente una relacj.6n constante ent,re ten-
si6n tangencial y distorsi6n anguJ-ar. **
Analj.zando eI estad.o cìe tensi6n tangencial-
pura puede establecerse una relación entre las
tres constantes E, G, v: *** (figura 2)
^E
" - ZTi+vT {6.1}
6.3¡sroRuqcroNEs FUNCtof: DE L^s rENSroNF,s.
Basados en los hechos anter:iores y super-
poniendo Ias deformaciones <lebidas a cada compo-
nente de1 estado de tensi6n podemos establecer
Ias deformaciones en función de las t-ensiones' ****= IYrlzx
3 3 




































con lo que obtene-mos una re.I-ación entre Ia dilatación
cúbica y la tensión media:
s=t'2u o; e = {"} - 3(r:2v) % =!2vttl
{0. ¿}
6,4tri¡stor¡Es rrJtrcron Dn r,Às DBFop.IlAcroNEs.
De l-a expresi6n {6.2} podrfamos intentar
despeJar {t } :
{r} = f;.{e} + 1-*uL.s.{r} {6.3}
pero aquf S es funci6n de las tensiones. Sin em-
bargo, como las deformaciones longitudinales (no
distorsi.ones) dependen s61o de las tensiones
nornales, podemos despejar estas últÍ¡nas en fun-
ción de aguellas * y obtenemos de ese modo:
{r} = +.{ei + À.0.{r} {6.4}
Comparando Las expresiones {6.3} t¡ {6.4}
podemos obtener uría relación ent-re la dilatación
cúbica o = {ã} y Ia tensión media o, -- {1}/l =
= s/32 **
o,n = 
=-(1$' eexpresión en Ia que eI término






22 ^ 22 22{t} = ¡ft {e} + lr0r{r}
siendo:
Obser\¡ando Ia expresión {6.7} resutta que LOS CIRCUI,oS
¿le MOHR de TENSIONES Y DEFORMACIONES de un estado dado






AnáJ-ogamente a1 caso de estado triple, po-
demos expresar las tensi-ones en funci6n de las
deformaciones, y viceversa, considerando s6lo
tensiones y deformaciones en eI plano significa-
tivo. Las expresiones {6.6} y {6.7} sustÍtuyen a
Ìas {o.z} v {ø.s}.
Para obtenerfas sabemos que en un estado
plano de tensión:
or=o; ."= -Ë.,o*+or) #o
Y en un estado pJ-ano <1e deformaci6n:
.r= Oì 6z= .(.* * er) # 0
Pa¡a eSnmS mÀ!þS poderos escribir:
52=o*+o"={i} y
y para ello:
ESIãM PLAIþ DE IENSION.
o"=o*s2=s;or#o








ESTAM PLAID DE DEF'ORMJ
.r=Q-Q2 0;sr#S
s2=s-oz=s-le











'81 mismo punto representa {t^}, {e^} sobre dos pares de
ejes distintos: (Qr¡o/2G,r/2ê\ y Ïo.,;e,U)
2'l
Densidad cle energía de clefornaciór¡.
dw =odeu
_1
w = Jo de ; w = : oe en trBteriales linales.uuz
Densidad de energía cmplementaria.
Puede verse conoi
= (of - o)de
w = o-e 
- - 
,to ae = oe - wu tt u







DENSTDAD DE ENERGIA DE DEFORMACÏON 
-
. Un elemento de volurnen unidad sometido a
tensión se encuentra deformado. Si incrementamog
infinitesimalmente la tensión, Ia deformaci6n
aumenta. EI trabajo realizado por las fuerzas
(tensiones) exteriores aI volumen se almacena
como energfa de deformación en é1, permitiéndo-
Ie recuperar su forma aI cesar la tensión.
Si eL proceso de puesta en carga es lentoi
tensión y deformación se ha1larán ligados, y Ia
ênergfa almacenada por unidad de volumen es 1-
gual aI área baJo la.curva tensión.deformaci6n.
DENSTDAD DE LA ENERGÎA COMPLEMENTARIA.
Suponganos el- elemento unidad sometido a
una fuerza F (F= orrrìu1) gue actfla instantánea-
mente. Tras un corto perfodo de movlmiento, eI
elemento se estabiliza con una deformación ea.
EL trabaja realizado por F (F-. tt = ú.er)r
y no almacenado como energfa de deformación
wo = l/2 o.et , se ha disipado en un proceso
dinámico complejo en eI gue intervienen fuerzas
de inercia, viscosidad, etcr/ hasta al-canzarse eI
equilibrio estático. Dicho trabajo disipado es
J-a Energfa Complementaria, y como afectâ â un ê'






*. = ,, = t eO en trÞteriales Ii-
nea les.
22
r ds =T de +T deuxxxxyyyy
+21 dexy xy
+T de +2T cle +2T dezz Bz yz yz zx zx
que puede escribj-rse, si expresamos eI Èrabajo en
cada cara:
dw = {t }¿{e }r * {. }a{e }r + {t }a{e }r =uxxyyzz
r{."}rl
I
= {{t }, {t }. {t }}¿l{" }rlxyztyl
IL{""}tl
que podemos escribir en la forma:
dwo = {'¡}¿1.1T y supuesto el naterial Linealr
7.2oe¡¡sroeo DE ENERGTA DE DEFoRMÂcroN.
Para cada componente de tensi6n puede es-
tablecerse Ia parte que aporta a La densÍdad de
energfa de deformaci6n wrr.
Si sumamos todas estas aportaciones r obte-
nemos Para wu: *
wu=7/2 {t} {e}T
Podemos expresar Ia densidad de
de deformaci6n en función s6l-o de Ias
nes o de las deformaciones sin más que
1as expresiones de unas en función de










," = + {t}{.}r
ro.ro¡: {t}{e} # {Ð{Ð
rr wu = .f{r}a{e}r = /(* {e}a{"}r,
E ;--;-;--iT l0'
\ = ¡1ç¡ telteÌ * -z-
',, 
= l{i}urcìr = i(Gle d{rf
*" = # {-tHtf -h"
{z.r}
+ lOa{e}r) por {6.4}
{t .21
- {Ð} asl por io.z}
{2.¡}
Densidad cle energía de dilatación cúbjca
Densidad de energía cle distorsión
= Densidad de energía tle ilefomci6n
T.3couponnNlEs DE LA ENERGTA DE DEFoRMÀctoN.
Podemos expresar 1a densidad de energfa
de deformación como suma de dos partes inde-
pendientes: Ia primera como energfa de dilata-
ción cúbica, correspondiente a Ia energfa alr¡a-
cenada en 1a dilataci6n cúbica por 1a tensi6n
rnedia (w^) y siendo 1a segunda Ia energfa de
distorsión , correspondiente a alterar la for-




Densidad de nnergía de Dilatación:
*'t,o= Io.o= lit jl#q = t' tt;:u'
Densidad de Energía de Distorsión:
Si expresanos Ia energía en ejes principales,




2 2 2 l+v 2
,t=68-J(ol * o2 + 03 ) - e¡.- (ot + 02 + 03)
= sY t@1 - o2t2 * @z- ar)z + (o3 - oì2,





oÈ I ¿ J







Todo ello expresado en ejes principales.
OQ
' 
= ++oEdV = ] r| *al = ] l".ar
, Jè o.av = | ¡4 
" 
H ydy.¡.at =
= ] rar{ c.r.y2ay = } rn.".ar
'' 















7.4 rnrn¡r¡, DE DEFoRMÃcroN EN BÀRRAS.
La energfa de deformación en un cuerPo
no es más que Ia integral extendida a todo eI
volumen del cuerpo de Ia densidad de energfa
de deformación por eI volumen elemental a que
corresponde.
w = .l-wo dV {7.7}
En el caso de barras, y para las solici'




, = r.rNe dl
,=r.rucdr
,=+/r1^dl
Energfa de deformación total ¡
" 
= r,rdr(Ne + Mc + rym) {7.8}
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TEORIAS DE ROTURA LOCAL
S.OrurnoouccroN A TEoRrAs DE RoruRA.
Hasta el momento conocemos c6mo describir
l-os estados de tensión, {t}, de deformaci6n,
{e}, asf como sus relaciones, y Ia energfa em-
pleada en producirlos.
Para cafacteÊizat la rotura del material
en todos Los esÈados en que se produce, es pre-
ciso poder establecer criterios que permitan
deducir todos los estados de rotura (multiaxia-
Ies) posibles a partir de unos Pocos estableci-
dos experimentalmente (rotura por tensi6n unia-
xia1, por ejemplo).
supongamos que expresrios todos los estådos de
tensión posibles en un esçecio de coordemdas
a 
",o^,a^ (tensiones prircipales).Podenos en él-dibujar'los estados resístidos, Ios no resisti-
alos y lÃ superficie línite de rotura.
Suponemos conocida Ia tensión
en tracción uniaxial
oF (y por tanto eF= oF/E Y






S.lrronres DE RoruRA LocAL.
CRITERTO DE MAXIMA TEÌ{SIOÌ{ NORMAL (RÀNKINE).
Se produce 1a rotura en un punto cuando
a1-guna de las tensiones principal-es (que inclu-
yen 1a máxima tensi6n normaL) afcanza la ten-
si6n de rotura de tracci6n uniaxial.
criterio de resistencia: -oF<o.<o" {A.f}
(o, es una tensión Principal cualquiera).
Es relatÍvamente adecuado en material-es frági-
l-es.


























CRITERTO DE MAXIMA DEFORM.ACION NORMAL (SAINT-
VENANT).
Se pro<luce Ia rotura cuando alguna de las
deformaciones principales alcanza Ia deformación
de rotura de tracción uniaxial'.
Criterio de resistencia:
-oF<oi-v(or+o*)so, {8.2}
í,jrk, son tres direccÍones principales.
Habiendo sido desechado, empieza a utili-
'zarse de nuevo en mater¡iales reforzados con fi-
bras en los que limitar I'a deformaci6n de las
fibras implica limitar la deformaci6n ¡náxima.
CRITERIO DE MÀXIMA TENSION TANGENCIÀL (TRESCA).
Se produce Ia rotura cuando alguna de las
tensiones tangencial-es (en alguno de los infini-
tos planos que Pasan por eJ- punto) supera Ia
máxirna tensi6n tangencial del ensayo de rotura
uniaxlal
criterio de resisten"il, lor-o1l <o,, i 8.3)
Siendo i, j, todos Y cada uno de J.os
pares de direcciones Principales '
Se utiliza con materiales dúctiles 
' 
con-
tando con anplio respaldo experimental'
2F




'o '= *.rF "o¡ = l ort¡, = þ
,o = l# @.,2 + ør2 * ort) - þ ro' * a, + or)2
por tar¡to,
1222É (ol * o2 * o3- - 2v(af2 + aTaj + o3o1)) <=
oo2
2E
222^2ol *o2 *o3 -2v(af2*o2o3* o3ot) <=oF,
que en estado plÀno de tensj.ór¡ puede escribirse
de la for¡na¡
22-2O.l * o2 - zvolo2 <= OF
HUBER - VON MISES:
,r .l ,rP *r" = sY zo"'
.s,,o,, 
- orr2 + (o2 - o3)2 * (o3 - a.,l2r <=
<= 12 zor2
llo, - or)2 + (o2 or)2 + (o¡ - ol)2) .= zo"2 {e.sJ
que en estado plano de tensión puede escribirse
ãe la forna¡
222A1 * O2 - O.tO2 <= OE






CRITERIO DE MAXIMA ENERGIA DE DEFORMÀCTON
(BELrR.At{r).
Se produce la rotura en un punto cuand,o
la densidad de energfa de deformaci6n aLcanza
Ia correspon¿Iiente a Ia de la rotura en el en-
sayo de tracción uniaxial.
CriterÍo de resistencÍa:
612+a22+o32-2v (orou *ozo3*o3o¡)1o"2 { 8.4}
Tiene hoy dla s61o valor histórico como
precedente del criterio siguiente.
CRITERIO DE MÀXIM.A ENERGIA DE DISTORSTON
(HUBER 
-VON MISES).
. Se produce 1a rotura en un punto cuando
se alcanza la energfa de distorsi6n correspon-
'dÍente a Ia de Ia rotura en el ensayo de trac-
ci6n uni.axial.
Criterio de resistencia:
(or-oz) 2+(oz-og) 2+(o3-o t)2 s2orz { 8.5}
Se utiliza para materiales dúctiles en
competencia con eI criterio de TRESCA.










circulo 1 = esÈ. comPresi6n
" 2= est- cortaduran 3=est.tracción
CRITERIO DE MOHR.
Se produce la rotura cuando el mayor cfr-
culo de Mohr correspondiente a1 estado de tensi6n
alcanza la lfnea envolvente a los cfrculos que
representan la rotura en diversos ensayos estan-
dard (tracción símple, cortadura, compresi6n sim-
pre, .'.).
Se utiliza en rnateriales con comportamien-
to diferente en tracci6n y compresi6n, como el
hormiq6n.
Para estados planos, puesto que una de las
tres tensiones principales es nula, Ia envolven-
te, construida con los tres ensayos citados arri-




A menudo se modifica
Ie una zona en estados de
mo se indica en Ia figura.
eI plano de estados posibles 61, Ç2, êI




* Existen gran diversidad de criterios adiciona-
Ies para materiales concretos,.guê, sin eÍibargo,
pueden entenderse fácilmente en su conparación




t"Ì = ] ({v}r {o} + {u}r {v}l
{ro} = {vo} {t}





{v} {r} + {p} = {o}
COMPATIBILIDAD
^2 ^2 ^2de de dexxyy-xy
J - J = 'ãIãvay dx
^2 ^2 ^2äe de devvzz^vz
^2 ^2 -ðyðzdz dy
^2 ^2 ^2de de dezzxx^zx
--














9.O nr, PRoBLEMÀ ELASTrco.
Hasta aquf hemos descrito eI estado de
tensión {r}, y las ecuaciones de equilibrio que
J-igan a sus componentes, eI estado de deformación
{e}, derivado de l-os movimientos de cada punto
del cuerpo {u}, y las ecuacÍones de compatibili-
dad entre sus componentes.
Sabemos expresar tensión y deformaci6n aso-
ciados a cualquier dirección, y podemos expresar
Ios estados {t}, {e} en ejes cualesquiera-
Hemos establecido l-as relaciones entre ten-
siones I' deformaciones en materiales "hookeanos"
y, finalmente, hemos establecido eI concepto de
energla de deformación.
Con dichos instrumentos puede ya plantear-
se estrictamente el problema elástico:
Dado un cuerpo el-ástico sometj-do a cargasr
y sustentado (coaccionado en su ¡novimiento) en
puntos suficientes como Para equilibrar las car-
gas, hallar l-os moviìnientos de todos sus Þuntos,
y los estalos de tensión y deformación de los
mtsmos.
Para elIo contamos ya con ecuaciones suf.i-
cientes. En efecto, si suponemos que los despJ-a-
zamientos, deformaciones y tensiones son funcio-
nes de las coordenadas deL punto, hemos obtenido
que en todo punto 1as sei-s componentes de las ten-
siones están determinadas por las seis componen-
tes de l-a deformaci6n {6.a}, y que a su vez, és-
tas dependen de l-as tres comPonentes del despla-




6 {'r}: 6 conPonentes (funciones incógnita)
3 uqtilj-brio: 3 ecuaciones.
6 {e}: 6 componentes (funciones incógnita)
3 co.patibilidad: proceden de s61o 3
componentes indePendientes de des-
plazmiento {u}.













1333 1333 13 13
1ft {v}.{.} + À{v}o{r} + {p} = {o}
i.ï = + ?oi' i,i . | ?"i' ioi
- 
1 3 3 r- 1 3 1 3 3 1- 1 3 1 3
fr;, riv) {v}' {"} + {v} {"}' {v}l + À{v}0 + {p} = {o}
loi îol- =4.4- 4= o de nodo que^¿^¿^¿dx dy öz
a.1) Se trata cle expresa! Ias ecuaciones de equilibrio




+ e + e = {e} = e {¿.s}yzi'i ?"i'= å*. # * .3ï = .*
13 13 13 13 13
¡f*, ot"l + e{v}) + À{v}o + {p} = {o}
Zi*r= G Por 1o que' en definitiva
13 13 13 13{c + l){v}e + c¡{u} + {P} = {o} {g.t}
De este modo las tres ecuaciones de equi-
Iibrio en el interior del cuerpo {1.1} consti-
tuyen un sistema de ecuaciones en derÍvadas par-
ciales completo para las que e1 conocj.miento de
Ias tensiones en Ia superficie lfnite {2-1} (Ias
fuerzas externas de superficie), o sus movimien-
tos (Ios de las sustentaciones) constituyen con-
diciones de contorno sufi.cientes.
9.1 sor,ucroN DEL pRoBLEMA ELASTrco.
El problema puede resolverse a partir de
aquf por dos grandes vlas.
a) Utilizando las ecuac.iones en Ia forrna en que
se hallan planteadas, y describiendo todas las
incógnitas en términos de un grupo reducfdo de
elfas.




a.2) Se trata de exPresar las ecuaciones de equilibrio
{l.r} v las de compatibilidact {¡.2} o {:.3} en fun-
ción de las tensiones {t}. gt tres dimensiones es
clãsico escribir en función ae {t} tas {¡.2} v {¡-¡}
utilizando las {1.1} como condiciones "de contorno'l
adicionales.
Si consideramos el caso de estados Planos de ten-
sión y fuerzas de masa nula:
4.2) En función de las tensiones {t}' {9'2}
(Es usar eI equÍlibrio en su "forma f,uer-
re").
En los casos de estado plano se resueL-
ve a veces el problema buscando una funci6n
(función de TENSTON o funci6n de Airy) de la
que se obtienen 1as tensiones en Ia forma:
ão ât{r-r} ãf. ãt- = o +












.*y = ffi tt.tt
â2txvv
àv2




.rto* ,'o", u ,a2s a2-f .i= #,ç- *;i, -¡, , *#,
a2e* à2e,, 
-.+u) .a ox . r'or,y como: 
- 
+ 
--+ = ----=- (- r ----t-,
ðyt èxt o à*" ðy'
Restildo obtenemos: o = + Â(o* + o") - $ Às
De esta forma se obtiene automáticamente
el equilibrio, bastando, para que se cumpla Ia
compatibilidad, que AS = 0 . Pero ÂS = ÀÂ4,
ì.uego:
ÂÀA = 0 {e.4} , es decir, que sea
biarrnónica.
Se busca e(x,y) gue cumpla las condicio
nes de contorno.
b) Transformando las ecuaciones de equilibrío
en base al concepto de energfa, y planteando
el equilibrio en términos energéticos- Será Ìa
vla abordada en el- tema 11 y en ella se plan-




gue con: {vi{r} = o Ig.z]
Constituye un sistema comPleto Para resolver el es-
tado, con las condiciones de contorno ya descritas'
31
ELEIIENTO TRIÀNGUI,AR.
* Sea un triángulo equilátero de lado l. Supongilos:
1". 
"l = lax+uy+c, dx+ey+fl
Si no hay fuerzas de masa el sistema {9.1} imnfi-
ca:
(c +¡¡ 1Y1s + cÀ{u} = {o}
En este caso A{u} = {o}
,, =I*I= u * e : cte ivÌo = io]Jx dy
Se cmple equilibrio rnterior y compatibilidad.
Supongilos conocidos los movimientos de los vértÍ-
ces. Tenemos 6 ecuaciones con 6 coeficientes incógnita.
(i) l', ''| = l-.+ + c, -d+ + r|
5/1 ,(ii) 1", .', I = lotï + c, eli + f I
(iii) l', 'rl = l.å * ., a| * rl










De (ii) despejamos b y e:
iuz,rz iCæRDENÀDAS
(\,v)(u:,v¡)
9.2 r,e soI,ucroN DEL PRoBLEMA ELASTTGo: APLrcAcroNES.
Las ecuaciones obtenidas en Ia sol-uci6n
del problema elástico, {9.1} asf como las {g.zJ
no permÍten resolver en general el problema eIás-
tico: no puede hallarse una soluci6n general al
sÍstema (en derivadas parciales de 2"orden), so-
lución general gue con J.a aplicación de las con-
diciones de contorno permitirla conocer Ia solu-
ción particular de cada problema.
Pero sf pueden utilizarse para eI estudio
de probLemas particulares mediante e1 l,lamado
"Método Semiinverso", debido a Saint-Venant.
EI método consiste, en suma, en suPoner una
forrna concreta (y relativamente restringida) para
Ias funciones buscadas, comprobar mediante l-as
ecuaciones halladas que se cumplen las condicio-
nes de equÍIibrio y compatibilidad, y determinar
Ias funciones (sus parámetros y sus coeficientes)
de modo gue cumplan las condiciones de contorno.
Veamos varios ejemPlos.
9.2.1 EIN¡INNTO TRIANGULAR PLANO.
Imaginemos una porci6n triangular (un
elemento) de estructura plana, e j-ntentemos de-
terrninar su estado (movÍrniento, tensión, deforma-
ción). Para eIIo suponemos una forma polin6mica
para los desplazamientos {u}. *
- 
De dichas expresj.ones para Los movirnientos
pocìemos derivar el- estado de deformaciones y ten-

















Élxige tensiones en el.
contorno 
-







Conocdros, pues, lu vl a partir ae fos lu, vil V
podenos clerivar {e} v {t}-
Por: eje$plo:
.*=3å= u=o¡ ;o'¡ = l-+ . | |,:l







{o} = {o} {e} = {o} {s} ia}
ADVERTENCIA: {o} 
"rqr.e=. Ios vàlores
de {'r} ordenad.os e¡r forila ilè vector
colunna, y en Ia misa forÌa, Ia co-
tu¡nna {e} expresa los valores dte {e}
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Si parÈinos ae o*=-f y, por Ìas ecuaciones de
equilibrio podemos derivar las otras tensiones.




=-ilv. =-r-¿ây âx ' âx âxt I
âo
t*" = .lov t- #t = /ay (+ T 
", 
= fi <"' - tlt't





o, = rdv .- 
-rit, Jår ,å ry3 - rlt3r -
hãM(ÀI ser oy=o parê y= Z : T=cortante= ã; ;
COùIPATIBILIDÀÐ: 
^S=O
^2 ^2¡s=t9-*9-l to +r)
^¿ ^¿ x ydx òy
Para lograr Ia conpati.bilidad es preciso añadir
a o un término independiente de x (para no alterar elx
equilibrio, ni T), y cuya derivada seguSda resPecto de
y varga - ? 
". 
Este término sería - 3l- , n"to añadien
do sóIo esto alteramos eI equilibrio de momentos. se
altera eI momento en: 1 2
nu =-r\/.? 9Y- ¡,, av =-9!
'-h/2 3f 20
por Io que debe añadirse un témino lineal en y que re-
cupere ÁM-
* = titSky r y dv = #-*, = å1,
De este modo obtene[os las tres comPonentes del
tensor de tensión que cuolen las ecuaciones de equili-
brio y de conpatibilidad. {g-s}
9.2.2r',r¡llsur,A coN cARGA uNrFoRME.
Con las expresiones obtenidas verifica-
remos si son correctos 1os resultados deriva-
dos de i.a hipótesis de NAVIER.
Según eIIa tenemos: o-- =-Y y (u=Irtonento)xI
Pueden obtenerse a partÍr de ésta el
resto de las componentes de tensi6n por las e-
cuaciones de equilibrio, pero resultan íncompa
tibles: no hay compatibilidad de deformaciones
al no cumplirse AS=0.
EI cumplir las condicÍones de conpatibi
lidad lleva a una ley de tensiones no lineal
¿VALT: HIPOTLSlSJ t)I: NAVII'JR'?




--V-4 3I Para ox. M 3o o*r3o*=-'y+5¡iy-5r









tv3- rll3l * tll rv-|l r {e.sl
No vale Ia hipótesis de NAVIER en este
caso.
Podemos dar a ox una forma que permita
visualizar eI grado de al-teración respecto de
la J-ey lineal- escribiendo todos los términos
como expresión de Ia carga y de las caracterfs







Se observa que l-os términos requeridos
por Ia compatibifidad son relevantes en piezas
de dimensiones longitudinal-es 1r transversales
comparables.
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Hallanos Ia funci6n de Àiry.
ð2a,Puesto que o* = li que creemos es linealdY conxey
^2
o = ¿+ gue pens¿ìmos es nulaY â*2
ensayaqos una funci6n A cle Ia fornra¡
F. Airy: ¡ = x(ry3 * 
"y2 * ay)





â2¡T =._=xY o'oY ' - 13rY2 + zsY +
Ccmpatibilidad: Basta que AÁÀ = O, como así es.
Condiciones de contorno.
- En bor¿les superior e inferior ttþ no hay cargas.
o =o secwple'
v
r____ = o -6rr |)2 * z'\+ r) = oxy
r = 3r(å)2
no hay carga horizontali o* = 0 Se cwPle
Ias tensiones verticales sr¡man Pi
l.t bdv+P=0nxy
, = -tY3 Ft,y2 - r'tfr2lr dv = 3'b(+ -è¡'"t\l?,
-tr3rb -2P -P -Pp = ---1- = 6r -T, 3(Ð,
obteniclas r, s y t pueden escribirse Las tensiones'
923fisìrsutA coN cARGA puNTUAL.
A partir de Ia Hip6tesis de Navier (la
secci6n plana se mantiene pJ-ana tras Ia deforna-
ci6n) 1as tensiones que se obtienen son:
o* = - pxy / r, oy o, .*v=å u-(#)2)
(Ley linea1 de tensión normal- y parabólica
de tensi6n tangencial).
Podemos ahota verificar si es correcta la
hÍpótesis y Ia deducci6n.
Para ello tratamos de hallar una FUNCION
DE AIRY para esté problema, de Ia que podamos
derivar i'r], {ei, {u}, y que cumpLa las condicio-
nes de tensión y movimiento en e1 contorno. *
El anáIÍsis muestra que los resuLtados que
se obtienen para las tensiones, mediante 1a Hip6-
tesis de Navier, son adecuados, pese a que, de
hecho, Ias secciones no se mantienen pJ-anas en
la deformación; es decir, en este caso la hipó-
tesis no es cierta pero 1o que se deduce de ella
sf Io es, debido a la distorsión no plana de
la secci6n, debida aI cortante, se mantiene
constante en todas las secciones.
Iuegos=0;
- 
En bor¿le derecho (x=0);
















-Pxtl (x) = 6Eï * .1" * .2
- 
Ypr3r2l;)=-+-å,"- )-cly+ca








= #v {r-tþ'- 4rr*un* $r'. þ
"t3 , -r2* *3. vP 2r=3EI-EI(2 -e)*Zntxy













EI anáIisis de los rnovimientos muestra
una incompatibilidad local en 1a sustentación
(piénôese en una viga apoyada con carga en eJ.
centro, que es igual a dos ménsulas invertidas,
y considérese las acciones bajo Ia carga).
Esto implica que, al menos en 1as proxi-
midades de 1os puntos de aplicación de Ias car-
gas y de los apoyos Ias leyes de tensiones ob-
tenidas no son váIidas, al- depender de Ia for-
rna de aplicar la carga.
Puede, empero, admitirse eI PRINCIPIO DE
SAINT-VENANT que dice que este efecto es s6lo
local (afecta a zonas de dimensiones del orden
de las dimensiones transversales de Ia pieza),
mientras que en el resto de Ia pieza no depen-
den las tensiones rnás que de Las resultantes





r Si aislmos un elemento de pieza por equilibrio
de fuerzas en el sentido z resuLta: (fig,l)
fedz=T'e'dz+Te=cte
t* Si eI momento torsor es M:
ü =,fte ds r = .f're 2 alA = 2 Te À
Mt = ;*: A es el área encerrada por la direc-zAe
triz de Ia sección.
Para obtencr el r¡rro ¡xrr unrdad de lon<¡itud de la
pieza, iguaJ.mos energía exterror e interror-
r ^ 1 ,.r2 i M2 .ds
,W =, j, tYdv = r, 
- 




TORSION. SECCION MÄCIZA SIN COACCION AL ALABEO.
e =e =e =0; o =Oxyzx
âu âv¡|/ 
--+-=U; T
'xy dy dx xY
ãu âw.T =GY =G (-*-)xz xz óz dx
âv ãw
=GY =C (¡:+Ë)vz yz òz dy
Es un estado de censión que permite la compatibi-
lidad de defomaciones aI haber sido derivado de un cm-
IÐ de desplazilientos continuo {u}' oerivando las r para
eli¡inar ô' ãt ATYz axz = 2cQ {10'2} ¡¡o¡sta }a con--ã; - oy
dición de compatibilidad.
Por las ecuaciones ae equilibrio {1.t }:
ât àt
ESTADO DE TENSION FI'ERA DEL PI,ÀNO DE I,À
SECCTON
TORSION UN¡FORME
1O.1 eL PROBLEIT|À DE LA ToRSroN.
Con l-os métodos expuestos puede abordar
se eL problema de Ia torsión.
Para entender eI probl"ema suponqamos
inicialmente una sección hueca, donde cada pun-
to se halla sometido a un estado de tensi6n tan-
gencial en los planos que definen Ia pared de Ia
pieza en e1 punto. *
Siendo constante el producto r.e, y sien
do variable el esÞesor e, Ia tensi6n 'r es varia
ble en cada zona de Ia pieza, y varla por tanto
la distorsión, por Io gue necesariamente Ia sec
cÍ6n se alabea, se sale de su plano.
Si eI momento es constante a 1o largo
de la longitud de la pieza, el- alabeo es cons-
tante, v si no hay coacci6n al- mismo, Ia tensi6n












Por lo que por { 3.1 } y por
=0
= c(f¿ 9E - oy)dx





Supongamos una pieza de secci6n naciza
sometida a un momento constante y sin coacci6n
al alabeo. Suponemos los ejes situados en el
centro de torsión (punto alrededor deJ- que gira
la secci6n, que determinaremos más adelante) .
Sean los movimientos de cada punto {u} = {u,v,w}
u = -llzy
v -- çlzx
w = O0 (x,y)
Seqún el giro de Ia sec-
ci6n - Gíg.21
(El- ¿Iabeo es fun-
I
(+)
ción de las coordenadas xrY
del punto y no depende de
_aMz aJ- ser îz = u).
Obtenemos las ecuaciones de eguilibrio y compa-
tibilidad para Ias tensiones de¡-ivadas de esta
'hip6tesis de desplazamientos: ***xz vz
-r--ãa=0
òx dy 37
* I) HaIIar la función de tensión ü(x,Y) tal que:
{r0.4}
Con to que automáticmente se cwPle eI equilibrio'
II) cumplir la compatibitidad {10.2} suPone:
-"04 - 
"44 = 2Go; o sea: Àìþ = -! {lo.s}^2dY dx
III) En eI contorno las tensiones son nulas.
rxz = ceåy , ,y.= -"n3*
{v}ld
xd : vx=dy/tb
x, : v =-dyl&ax
v : V =-dx,/&
-s y












{ro} - {vo}{tt = låå - åå.t
por lo que:
r.r = 2c0.f.frl dx dy






Para establecer las tensiones que:
a) cumplen las ecuaciones cÍtadas
b) cumplen las condiciones en el contorno
I)Buscamos una función de tensión V(x,y) de Ia
que se deriven tensiones que curnplan automática-
mente eI equilibrio (aI igual que hacfamos con
la función de Airy Para estados planos).
r =c099; t =-cç¿99 {10.4}xz dY Yz dx
El centro de torsi6n (de tensi6n nula) se
hallará en un máximo de V.
II)Debe cumplirse la compatibilidad 
^ü=-2 {10-5}III) Las condiciones de contorno en este caso
son:
*Tensión nula en 1as superficies latera-
les de Ia pieza. rfs=O {to.e} (¡astarfa con que
Û"=cte )
*Fuerza resultante de todas las tensiones




*üomento resultante de toclas las tensio-
nes en las caras extremas igual aI momento tor-
sor aplÍcado sobre las mismas. Para ello basta
hacer: l{ = 2c0 .f ,r{ dx dy { 10.7 }
Resolver e1 problerna implica, pues, ha-
llar una función r.þ que veri.fÍque {10.4J a
t10.7Ì.
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Es decir' en el contorno !'r= = cte' como sólo inte-
resan las derivadas de tf: ü. = O {lo.OJ
Resultante nula en caras extrenas:
o = I]t"*dx dy = 
"*råY dx dv = cQfrN" ac = 
o
o = IIt..- ax av =-cff/N$ dx ¿lv =-GnÉÚv* dc = 0yz
Monento torsor M en caras extremas:
u = lÍdx dy (-t"* 
" 
+ rzy x) = -GaI/(**|./ * þlo* u"
M = -c0i//dx åY 
" 
.u" + //av N$ x dx), v Por (NorA)
M= -cQ(füy ax + f{x dy - .l'.fdx r! dv - ,f.fdv rl dx)
NOTÀ: integración por partes en superficies cerradas'
//. O å* dx dv = .rdv (({'jq)xd - (qro)x.) - //'¿ f$ a* av
Y como dY = Vx dc en xd Y dY = -Vx dc en x'
//" o 
€* 
dx dv = fuou* a" - //v f$ a" aY
v)
v




Si imaginamos una gráfica tridimensional
en que los ejes son x,y,rl (a cada punto x,y se
asocia V(x,y) dibujado en la tercera dimensión),
{ describe una superficie que se apoya en el con
torno de 1a secci6n, que encierra con eI plano
ü=0 un volumen que constituye eI m6du1o de tor-
si6n Ir, y cuyas pendientes sirven de medida a
Las tensiones. Puesto que la ecuaci6n {t0.5} es
idéntica a Ia de Ia deformaci6n de una membrana
tensa sometida a presión uniforme puede estable-
cerse una analogfa que sÍrve de base a la medida
experimental de las tensiones.
l022ronsroN. srccroN ELrPTrcA.
Sea una elipse de semiejes a, b sometida
a un momento torsor M-
Tomando ejes en e1 centro de J-a elipse
gue corresponderá aI máximo de Ia membrana some
.tida a presión y ajustada aI borde de la secci6n)
podemos escribir Ia ecuación de Ia e1i'pse:
22r q,=c(i*!-D
ab







z)Ú" = o , pues en el contorno los puntos x,y cumplen
Ia ecuaciõn de Ia elipse: \ - Y, - 1 = O
ab-
!r = 2c0 .f"f{ ax ay
22t = -'î o- cn r! II*2 a* ¿v * L. !1y2 a* ay - -r.raxay)
at+b" at b'
^2.2 r r 3.3
, = 
-'1 o;ca (+ * j 
- al = I 9r cQ
a+b a þ a+b
"3o "b3PuesIx=T 4, ,"=T-Ã-, A=lTatr
Las Èensiones se obtienen sin difiæltad.
22x *I--1=o)')ab
Probamos como función de tensión:
22
ù = c(+ + Y- - ¡ *' ¿ ,¿AD
- 
De eIIa podemos deducir rxz, ryz' pues:
1) Cumple Ia condición de compatibilidad






















Si en la elipse fr + O,
2ú=?-*'
,¡, . 9, k2 - .2¡ ao.".o"
a
, que cmple las condiciones de contorno,
salvo en los lados menores.
.u= = -"0$g = 2Gex ; t =0xz
Factor de concentración: k :
deteminado experirentalmente
l02ÍlronsroN. snccroN ESTRECHA.















Para perfifes abiertos, Ia analogfa de
Ia membrana muestra que Ia rigÍdez frente a Ia
torsión es aproximadamente Ia de Ia suma de
los rectángulos gue forman la sección, y las ten
siones las de éstas, salvo en Ìos vértÍces c6n_
cavos en que se producen grandes concentraciones.
En eI caso de torsión no uniforme, las
expresiones anteriores exigirfan al-abeo varia-
ble en seccÍones consecutiyasf l-o que de hecho
im¡lica que existe coacci6n mutua af qlabeo,
Las expresiones no son váLidas si hay
coaccÍón al- alabeo ! en este caso es evidente
que entran en juego tensiones normales ó2.
















*t Sea m luto sometÍdo a fuerzas que sólo dependen





Derivada: 3I= 99+ P = r. + nòxdxdxle





11.O TRABAJo. ENERGTA PorENcrAL.
Cuando un punto material se hal-la some-
tido a fa acci6n de una fuerza y se desplaza en
la dirección de ésta, de dice gue Ia fuerza rea
liza un trabajo.
w=,fndx
(EI valor de Ia fuerza es, pues, l-a derj,vada
det trabajo resÞecto del desplazamiento) - (1) *
Si el- val-or de Ia fuerza s61o depende de
Ia posici6n, puede medirse en cada una de las
posiciones posibles eI trabajo que se desarro-
Il-arfa al- llevar e1 punto materÍal desde dicha
posición a un punto dado.
Ese trabajo se denonina energla poten-
cial del Þunto materÍal en esa posici6n respec-
to del punto de referencia-
Si eI punto se hall-a sometido a varios sis
temas de fuerzas, puede considerarse separada-
mente la energfa de cada sistema, y Ia energla
potencial total ser.á l-a suma de todas ell-as.
(En este caso es usual tomar un mismo punto co-
mo origen para todos los sistemas). (**)
(1) En nuestra visi6n del problema, fuerza y mo
vimiento son l-os conceptos primarios, aun cuan-
do no siempre ha sido asf: para Descartes el-
concapto Primario "FUERZA" equivale a nuestro
concepto de trabajo, obteniéndose l-as 'fuerzasl









suM de fusas nula: F, + Fe = 0
Ila-bajo 'virtual' nulo: F.dx + Fedx = o
Energía estacionilia (1) , 9n = 6Ax




Fb = Ft(l-cosc) - FI senü2
EQUI LIBRIO:
suà de fuerzas: F - F = ocos(r senù
Trabajo virtual: -FI do senù + Fl do coso. = 0
Energía estacionaria (l), 
* 
= Fl seno - FI cosù = o
(l) nínim, náxina o constante, corresPondiendo a equili
brios estable, inestable o indiferente.
11.1 neurr,reRro. pRrNcrpro DE Los DESpLAZAMTENTos
VIRTUALES.
La condici6n de equilibrio puede estable
cerse de diversas formas, todas eIlas equival-en
tes: *
Eguilibrio = suma de fuerzas nula.
Equilibrio = trabaio virtual nulo.
(trabajo desarrollado al apartarse infinitesi-
mal-mante de la posicÍón de equilibrio, igual a
cero) .
Equilibrio = energfa estacionaria,
(Cono en estructuras interesan equilibrios esta
bles suele decirse que equiLibrio=energfa rníni-
ma ).
En sistemas deformables el anterior prin
cipio es igualmente váIido, como se demuestra
rigurosamente en Ia página siguiente, de modo
que pueden anal-izarse las situaciones de equi-
l-ibrio estructural considerando Ia energfa Po-
tencj.al total (energfa potencial de l-as cargas
más energfa de deformaci6n).
Además, este principio supone una poten-
te herramienta para estabLecer rnétodos de cálcu













EQUILIBRIO (SUI,IÀ DE FUERZAS NUI,A) .
ÏRABÀJO VIRTUAL NULO.
ENERGIÀ MINIT.IÀ.
En efecto, si somos capaces de describir
1a energfa total como expresión de un parámetro
(de valor no conocido), haciendo mfnima Ia ener-
gfa para variaciones del parámetro podemos esta-
bl-ecer una ecuación que permite obtener el va-
l-or del mismo en la situaci6n de equilibrio.
Si Ia expresi6n de Ia energla total es :
n(p), para el equilibrio, p = 6 {11.1}dp
Análogamente, si son varios los paráme-
tros: (pr,pr,...,prr), para eJ- eqilibrio:
{= = o; {l = o; {= : o {11.2ioPl ¿P2 
'P.,
(Pueden obtenerse tantas ecuaciones como inc6g-
nitas).
Si Ia expresión n(p) es correcta, se ob-
tiene eI mlnimo real y l-a situacÍón de equili-
brio correcta.
Si J-a expresión es s6lo aproximada,se obtiene
(Ì(p)=r), en general se deberá a lÌaber aproxima-
do J-a energla deformaci.ón Û (p) suponiendo for-
mas de deformación no reales. -
Si el parámetro es un movimiento tfpico
de l-a estructura (una flecha,...), Ia energfa
aproximada para cada valor del mÍsmo será mayor
que ]a reaL (Ù>U), pues la estructura se supone
más coaccionada que Ia real (se Ia "obliga" a
deformarse en forma no totalmente l-ibre) .
rra en equilibrio. En todo punto
de ella se verifi-ca:
{V}{t} + {p} = {o}, y por tanto. si imaginamos un
canpo de desplazamientos {ü} (virtuat o infinitesimal) ar
bitrario compatible con las condiciones de contorno (que
supone una deformación virtuaL {ã} en caaa punto):
'1 33 33 1 t 33 1 1 33 1{v}{t}{[]'I'+ {p}{[Jr = {o}{u}r = o
y al ser ci.erto en todo Þunto, ta¡nbién:
dav t{v}{t}{u}r * {o}{u}11 = o
,ra' r3-,ft*)* $t-rl* l.:-,tt {u}r+,ra,{p}{'}r = o
e integrando por partes el primer sumando:
{ds (cr*{t*}+ ûru{rr}+ a.r{tr}){r}r -




t t, l${l} r* { r, }}.{' } r) +.rdv{ p } { u } r=o
Es decir¡ dado que {on* on, o.r} = {vn} es el versor de
Ia superficie en cada punto de ésta:
,ras{ v. } { t } i u t t-¿u" ñ r f -" I T{ o I I +.rav { p } {[] r = o
y por lo tanto:
133 1 33-3 133 1













EL prÍmer témino es trabajo virtual de las fuer-
zas exteriores, el segundo es eI trabajo virtual de de-
fomación y eI tercero, eI crabajo virtual de las fuer-
zas de masa-
EI trabajo virtual total es nulo y por Io tanto
la derivada de Ia energía (variaci6n) respecto del cmpo
de desplazarnientos supuesto es nula. Al ser esto cierto






El método que se basa en aproximar Ia ex
presi6n de Ia energfa de deformaci6n y determi-
nar los parárnetros de Ia aproximaci6n haciendo
mfnima la energfa total se conoce por el nombre
Rayleigh-Ritz.
El método basado en anular el trabajo
virtual total realizado al apartarse arbitraria
e infinitesimalmente de Ia posici6n de equili-
brio se denomina Principio de los trabajos vir-
tuaLes 
-
Ambos principios son totalmente genera-
les y no exigen gue eI material tenga un compor
tamiento lineal (aunque sf que eI sistema sea
conservativo: no se disipa energfa aI modificar
se la situaci6n de equÍlibrio por alteraci6n de
cargas u otras causas).
En cualquier caso, e1 prj.ncÍpio de los
trabajos virtuales (que hemos enunciado en su
forma de los desplaza¡nientos virtuales) es de
uso rnás generalÍzado, por Io que interesa pres-
tarle mayor atenci6n.
11.2pnrncrpro DE LAS FUERZAS vTRTUALES.
Supongamos una estructura cargada en e-
quilibrio- Imaginemos que antes de someterla a
Ia carga Ia hemos sometido a un sistema arbitra
rio de fuerzas virtuaLes en equilibrio (entre
sf y a través de las tensiones virtuales preci-
sas). El sistema debe estar en equilibrio, pero
puede elegirse arbitrariamente.
SÍ posteriormente cargamos La estructura
hasta su estado deformado real, las fuerzas y
tensiones virtuales habrán desarrollado un tra!
bajo que puede evaluarse, y que se demuestra
que es nulo, tanto para materiales lineales co-
mo no lineales. *
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* SEÀ T'N SITEMÀ DE TUERZAS VIRTUALES EN EQUILIBRTO.
En rodo punto interior: {v}{i} + {õ} = {o}





y podenos llegar, como en 11.3 
' 
a :
.r=a= {lr}{,r}r - .rvdv {Ð{e}1 + .frd., {p-J{t}r = o




lÏlTrl I lll ililImlllXillllilml s
* Sea una estructura cargada¡ para todo sistera u-
nltarlo de fuerzas (vlrtuales) en equllibrio resulta (sí
se desprecian las fuerzas de masa por {tt.+})l
.r"a={ir}{o}r -,r,ru'E}{.} = o
si eI sistma de fuerzas es una sola fuerza p (y
tensiones y reacciones arbitrarias que Ia equilibran);
resulta que eI primer término de la expresión se reduce
a p6 (ô= desplazmiento en Ia posici6n y dj-recci6n de
ð),
- 













12.1 reonnu¡ DE Los rRÀBAJos vTRTUALES.
a) OBTENCION DE DESPLAZA.IIIIENToS.
Los principios de Los desplazamientos
virtuales y de las fuerzas virtuales constÍüryefr.
poderosas herramientas para el análisis estruc-
tura1.
Si por ejernplo dada una estructura car-
gada queremos obtener eI desplazamiento (fle-
cha) de uno de sus puntos, podemos utilizar eI
principio de las fuerzas virtuales:
ApJ-icando, una fuerza virtuaL unidad en
Ia posición y dÍrecci6n en que queremos hallar
eI desplazamiento, eI trabajo de deformación
añadido (producto de las deformaciones reales
por las tensiones virtual-es que equilibran di-
cha fuerza unidad) es igual a dicho desplaza-
miento. *
b) OBTENCION DE REACCIONES HIPERESTATICAS.
Para obtener una reacción hiperestáti=
6¿ (p. ej. eI empuje del arco articulado de la
figura) pueden realizarse dos pasos:
a)Liberar l-a estructura de Ia reaccióni
Ia estructura se desplaza en eI punto de apoyo;
se obtiene eI desPlazamiento,
b)Reponer La reacci6n y anular el des-
plazamiento producido en el paso anteriori se
obtiene Ia reacci6n.
En cada uno de dichos pasos se formula
ef desplazamiento como en eI caso anterior. r*
Deformaciones reales ! Curvaturas
(EI momento en cada punto es el cle Ia viga proyección)
Esfuerzos virtuales: M = 1'Y = Y
MV
^-o_-Ò = j _Ei_ds
b) Obtencidn de u: Mr HvDefomacíones reales: C = Ei = - 
"t
Esfuerzos virtua.Les¡ M = -Y
22








t Para direcÈriz semicircular, sección constante SÍ eI arco es de directriz senciLla, Ia
integracidn es fáciI. * 
i;ì
En caso contrario en Ia expresión (i)
se resuelven las integrales numéricamente (se
transforman en sumatorios por cualquiera de los
métodos usuales: Slmpson, Gauss, etc.)
12.2r: pRrNcrpro DE Los TRABAJoS vTRTUALES EN ANA-
LISTS EN ROTURA.
Hemos visto que es equivalente formular
el equilibrio o plantear que el trabajo vir-
tual en un movimiento infinitesimal es nulo. En
muchos casos (y en anáIisis en rotura es uno de
1os más claros) es más sencillo plantear esto
61timo.
Imaginemos que analizamos una configu-
ración de rotura supuesta para eI arco de Ia
figura. Si suponemos rotura por momento plás-
tico igual en todas las rótufas basta formular
una ecuaci6n de trabajo nulo. **
2.3 ostnNcroN DE APRoxrMAcroNEs.
A tftulo únicamente descriptivo vamos a
utilizar eI método de Rayleigh-Ritz y el prin'
cipio de los trabajos virtuales para aproximar
Ia flecha de una ménsula Partiendo de una ex-
presi6n supuesta (e incorrecta) para Ia deforma-
ción.
y carga uniforme (¡ = L /21 z
222ì{s=aî-+=e!rr 2x--)2r = { rr-.o'2ol
MH = -rsenc.H
2
r þ lf , 11-cos2o) .rseno.rdc)
H= 1 -2 2( 
,, 
Jr .sen c rdc)
2
" 
= å+ ((,1(l-cos2o)senrdo)/(.1..'2o¿a)) =
2
= 3n sL
¡* Àrco en rotura¡
Analizanos la geometrla del desptazaniento en
rotua para un descenso ô en Ia clave:
-llabajo de cargas:







(valores en func.ion de ö)
por lo tanto M = O,O132 qL2
RAY, EIGH-RIlZ
Suponemos cono expresión de los descensos¡
v 
= f*2/ 12 (er parámetro f es desconocido)
La curvatura y Ìos momentos se aproximant
"=à2u=2f u=2f e¡ã*2 i2' " L2
















La energfa poÈencial total es aproxinadamente:
n=pf_U
ml,nimlzando respecto a f:
*å=o;n-nrþ,dedonde 3
- 
PL.t = 4Er (en realidad .= ff I
PODEMOS RESOLVER IÀ MISMA APROXIMACION POR TRÀ-
BÃJOS VIRTI,;-AI,ES:
SuIDnms la mlma defornada, y por 1o tanto la
nisma ley de aproximada de esfuerzos reales:
2
v=f+; u= 2f Et
L2 L2
Desplazanos infinitesi:nalmenÈe la estructura a-
ñadiendo (arbitriliilente) ua curvatura C constante en
todas las secciones.











(Debe recoralarse que e1 valor tle f segnin la resistcn-
cia de materiales es t = #,
.--- descenso suPuesto




El método de los elementos finitos u-
tiliza sistemáticamente el- procedimiento des-
crito :
-Expresar los desplazamientos de todos
Ios puntos en forma aproximada y en funci6n de
parámetros inicialmente desconocidos.
-Obtener las expresiones aProximadas
de los esfuerzos a partir de los desplazamien-
tos, y por tanto en funci6n de dichos paráme-
tros.
-Expresar la nulidad deÌ trabajo vir-
tual para cualquier deformaci6n virtual arbi-
traria, y de ello, deducir el valor de los pa-
rámetros y los valores de toda Ia aproximación.
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Suponganos que la puesta en carga se hace en dos
pasos sucesivosr
oTROS TEORET/¡ÀS DEL TRABAJO,
l2.4TEoREMA DE REcIpRocrDAD. MAXÍIELLsBETTT,
Supongamos una estructura elÉlstica sos
¡netida en tiempos distintos a dos slstemas de
fuerzas P, y Pr.
Sean ô, los desplazamientos gue provo-
ca el sistema 1 de cargas actuando sól_o. De en-
tre estos,. Ios ð12 (1éase ô uno en dos) son los
situados bajo los puntos de apllcaci6n de l-as
cargas del sistema 2.
Sean ô, los desplazamientos provocados
sistema 2 de cargas y de entre ellos,




Si analizamos Ia relaci6n entre esfuer-
zos y movimientos en eI extremo de una viga em-
potrada en su otro extremo, y expresamos tales
relaciones en forma matricial, por eI teorema
de reciprocidad Ia matriz es simétrica,
Las matrices de rigidez son simétricas.
caso a) 1') Carga P1
2r) Carga p2




Caso b) lc) Carga P2
2r) carga Pl
EI trabajo realizado 
"" l rrõrr. 1')
*P2ôr2*lt1ô., 1 2",
fÞ donde se deduce 
"t6tZ = 
Prôr1 (laaxwell-), que
pr¡ede generalizarse sin dl-ficultad :
Ierör,| = Ierô1, (Betri) {12.1}
Para los estados de esfuerzo y defomación de 1a









y por tanto 0 = ¡-
si dado er siro g rrammos þ= *'' , þ= *r,,
si dado eI desplaza¡niento ô lla¡namos
M2 Tz
o =*rzY6 =Kzz
oando existan aribos movimientos será:




siendo la natriz {r} la matriz de rigidez sim€trica.
t sea r¡n cuerpo elástico sometido a cargas que ac-
tuan sj.ur¡ltáneanente y progresivarnente desde cero a sus
valores finales,
El trabajo realizado en eI proceso de carga vale:
u = rlra
si diferscimos:
uu = + lraa + ! rme
lmginædo P, Â como un sistema de cargas y sus flechas
y dP, dÂ como otro sistema de cargas y sus flechas (que
lncen pasar el estado U aI estado U + dU),
Por Betti IPd^ = I^dP, Iuego
du=f,PdA ,ytambién
du = f,ÂdP
suponiendo en J.a prinera (segunda) expresi6n que
eI sisteoa dP, d^ es tal que pemite alterar todas las
Pr(Âr) trero s6lo una A. (Pi), resulta:
12.5 reonn¡¡¡s DE cASTrcl,rANo-ENGEssER.
Si expresamos Ia energfa de defornación
de un cuerpo cargado por cargas aisladas, en
función de éstas, ta derÍvada de la energfa res-
pecto de una de dichas cargas es la flecha ba-
jo la misma. *
Análogarnente si expresamos Ia energfa de
deformación en función de las flechas que exls-
ten bajo las cargas, la derivada de Ia energla
respecto de Ia flecha de uno de 1os puntos es
Ia carga situada sobre eI mismo.
.SlllPl_ = n6P. -i I]-
12.6 t¡,oncu¡ DE MENABREA.
= P.I (r2 -2)
ft=", tþ=n,r l'tz.z\
Ef teorema dice que:
La derivada de Ia energfa de deformación
respecto de fas incógnitas hiperestáticas es
nula, y podrfa considerarse como un corolario
del anterior para el caso en que trabajemos con
las reacciones hiperestáticas como inc6gnitas.
Puede, sin embargo extenderse a otros
casos (como eI de barras superabundantes en
cerchas, etc. )
Es un teorema de qran util-idad. **
tt tlediante eI teorema de Menabrea Pueden obtenerse
fácil:nente reacciones hiperestáticas :
Veanos como ejenplo el momento de EMPOTR\MIENTo
DE UNÀ VIGÀ.
r.a energla de deformación vale ¡
ffilnilmliliì I Hillllfl ilTll[ o
flillll I ilil iiilitffilillnnff[ u












Equiribrio iv){t} + {pi = {oi
cúpatibitlclad
o tanbién
Equilibrio (c+À) {V}0 + cÂ{u} + {p} =
Cdpatibilidad ÂS = 0 (estado plano)
Relaciones tensi6n-defomaci6n
{.} = 1#{r} - }s{r}; s = iî}









El objetivo del. anáIfsis es obtener las
funciones que expresan las tensiones y las de-
formaciones en todo punto del cuerpo que forma
La estructura.
Para elLo se dispone de ecuaciones en de.
rivadas parciales suficlentes ({1.1} , [3.2],
{3.3}, o {9.1} , {9.2} y {6.2}, {6.4}), y pr¡"-
den establecerse suficientes condiciones en el-
contorno deÌ cuerpo, {:).1} r . . .
Sin embargo 1a complejidad de éstas im-
pide, en general, su integracidn, por lo que es
necesario obtener soluciones aproximadas a di-
chos sistemas de ecuaciones.
Hay dos grandes métodos para obtener dÍo
chas aproximaciones ¡
a) En vez de intentar resolver las funclo-
nes, que describen los valores de {t}, {e} en
l-os infinitos puntos del- cuerPo, se establece
un conjunto finito de puntos (una malla) y se
buscan los valores de Ia funcidn sóIo en esÈos
puntos, interpolando posteriormente para los
demás -
De este modo se sustltuye Ia bûsqueda de
funciones por Ia búsqueda de valores de éstas
en puntos dados, para Io que las ecuaciones en
derivadas parciales se sustituyen Por ecuacio-
nes en diferencias finitas en todos y cada uno
de 1os puntos de Ia malla.







It.] = {v,}{t}¡({t,} = carsasq I Ç conocidas
{u} conocido en apoyos
ðo ât o(c)-o(À) r (D)-r----(E)
-x xv 
- 
x x xv xy 






En todas las ecuaciones se expreean las funciones
buscadas por sus aproxinaciones¡ Io que peraite deducir
los coefLcLentes, [þr ejemplo¡
b) En vez de resolver las funciones, se
trata de aproximarlas suponiendolas combinaci.6n
(Iinea1 normalmente) de funciones preestableci-
das con coeficientes (parámetros) desconocidos,
cuya obtenci6n permite aproximar la solución
mediante la combinación supuesta. (fÍq. 1)
Como ya se ha visto esta es Ia base del
método de Rayleigh*Ritz yr (entre otros), del
METODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS.
En este flltimo las funciones se deflnen
separadamente en eI interior de trozos de di-
mensiones finitas (elementos finitos), a las
que se impone (en general) su continuidad a tra-
vés deI contorno de separación entre elementos.
Los parámetros suel-en ser movimientos de puntos
individuales cle cada elemento, puntos situados




rìx (x,yo) a f . (x)It
a,f


























13.1 sL r'rEToDo DE LAs DTFERENCIAS FrNrrAS
En este método se trata de aproxlmar las
funciones buscadas obteniendo sus valores a-
proximados en puntos discretos deI cuerpo, e
interpol-ando para eI resto. Veamos un ejemplo
concreto.
TORSION DE SECCION RECTAIiIGULAR SIN COAC-
CION AL ALABEO.
Vimos en 70.2.4 que eJ. problema se redu-
cfa a obtener una función rþ que cumpla {10,5},
{10.6} y {10.7}, y una vez hallada, las tensio-
nes se obtienen sin dificultad ({10.4}).
Sustituimos la búsqueda de ú(xry) por la
búsqueda de V en un conjunto finito de puntos
situados en una malla a distancia= h*, hy.
Puesto que las ecuaciones disponibJ-es de
ll, son en derivadas parciales, obtenemos 1a a-
proximación de éstas mediante diferencias {13.1}.
pudlendo plantearse las ecuaciones que rêpr€s€n-
tan eI problema en todos los puntos de Ia malla.
y que solo dependen de los valores buscados. Es-
tos pueden obtenerse resolviendo 
"t "t"a"*u 
(tt-
neal) de ecuaciones que resulta, como en eI e-
jemplo, en eI que eI vaLor aproximado obtenldo
representa, con un error del 5? eI valor real










t!- =l,ür.o - üo.o - rlo.o - V-r,0, -:-.-h (- h---,-dX o,o x x x
úr.o + û-l.o - 2úo.o
h2
x
t!_ =â _,?g, = !-,Vo,r - Vo-r ¡ =âxðyo, o âx 'âyô.0 âx ' ,n,
- 
ür'r - ü-r'r - Û¡-r + V-r-r
r = -Gogyz dx {ro.¿}
{l¡.r)
4hhxy
Sea una sección cuadrada y una malla de Puntos.
Por siretrfas solo existen dlstjntos los puntos del con-
torno (donde rf es nulo) y tres puntos más.
Planteando Ât = -z en dichos Puntos, en cada uno






-'P (e = Ios 4 puntos del entolno
ht conslderado)p = punto considerado














de donde U, = T n2¡ þz=tn', Vr=Tnt













r a) Hallar {r}
t€.s ecuaciones son {V}{r} = {o} {l.l}
^s 
= o {g.z}




en el entorno se conocen dos componentes de Ia tensi6n,




-Ys{r} {¡.r}7 tvl tul + t tur t"r = -E- r.tr  F 5t
lø.zJ
c) Hallar A (funci6n de Airy)
La ecuaci6n en todo punto del interior es ¡
^AA 
= o {g.¿}
en elcontorno pueden plantearse dos ecuaciones obtenidas
de: 
-2d A a2a -ð2¡.o,=:;;Õy=-,r=a,Ë {g.¡}
dy'dx
en partlcular como sol.o se uti.Iizan las derivadas segun-
das y cuartas de À, podemos fijar arbitrarlmente A en
tres puntos no a.lineados. Si Ia anuLmos e¡r tres vérti-
ces, eI valor de A en los bordes es eI de Ia ley de mo-
mentos de las cargas sobre una viga ficticia apoyada en
Ios v6rtices G2e,/ð*2 = o, p. ej,) y sus pendientes pue-
den fácilnenLe extenclerse a todo e1 contorno ("r = -ä2e./âxây)
de modo que pueden hallarse los valores de A en eI contor-
no independientemente de su valor en eL interj.or, y puede
establecerse la foma de extrapolar el valor de A al ex-
terior 
-
( extrapo I ab I es )
( ext rapol abl e s )
Para aproximar Ia solución al problema
eLástico en una estructura, bastará eleglr una
forma de representar e1 problema (ecuacionel e
incógnitas) y plantear las ecuaclones en dffe-
renc].as.
La elección de la representacfón tlene,
sin embargo una importancla crucial: en Ia fL-
gura se representa el caso de una vlga paredt
indicándose tres formas de abordar la soluci6n: *
a) Mediante las ecuaclones en tensioneg,
b) Mediante las ecuaciones en movimfentog.
c) uediante La función de Àiry.
En las fÍguras se indican¡
-La forma de las ecuacloneg (puntos a
l-os que afecta el- planteamiento de las ecuaclo-
nes en un puntô cualqulera).
-El nflmero de ecuaclones e incógnltas
por punto, interior al contorno o perteneclente
a é1.
-El número de "inc6gnitas" en puntos ex-
teriores aI contorno: Estas deben ser extraPo-
ladas a partir de los vafores en Ia estructura
real, y son necesarias por Ia forma de 1as e-
cuaclones.
comparando Ios tres planteamientos se
observa la gran ventaja de trabajar con una for-
ma de representaci6n (la funci6n de AÍry) fren-
te a las otras3 es menor el nûmero de lnc6gni-
tas, y aun cuando plantear las condLciones de
contorno es más complejo que en eI caso a), no







â lo làrgo de z
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âA1ffi es consta" 







* No considerando (temporalnente) las fuerzas de
msa (que pueden considerarse aplicadas en la superfi-
cie): 
.f"{ü"}{t"}ra. = /,r{ã}{tirat {lt -¡}
Por sencillez en eI futuro desarrollo vanos a
expresar en Io sucesivo tensiones Y deformaciones en for
na de vector corma; {e} {o} 1y ros {u} como vecÈor co-
Iumna) .
Estas son Ias dos fomas de representación para
el caso de estados planos.
{e} =
La ecuación {tl.¡} queaa en Ia forma:
i* .f"{ü=}r{r.}a= = /r{ã}r{o}at
{u}, {e} y {o} se halran ligados
{e} = {a}{u} ({ã} es un operador diferencial)
{o} = {o}{e} ({o} parámetros de rigidez de} material)
lt t .zj
l;,,] 1,,,,,hü'i:î:i fï .;.^ ; ¡I',,'
si establecemos una aproximación a los movimien-
tos podmos obtener defomaciones y tensiones a Partir
d. é.to", (1 )
{"} = {w}{"}
{¿} = {a}{u} = {â}{¡¡}{"} = {s}{"}
{o} = {o}{e} = {o}{s}{"} {l¡.¡}
(1) Por ejenpto, en un estado Plano podiamos Probar ;
_-L_lI[]ln
13.2 eL METoDo DE Los ELEMENToS FrNrros
Vamos a reaLizar una descripci6n general,
del método, y analizaremos posteriormente los
detalles del mismo.
Dada una estructura cargada, eI objetivo
es obtener un estado en todos sus puntos ({u},
{e},{o}) en equilibrio y manteniendo Ia compa-
tibilidad de deformaciones (continuidad en las
{u}) -
Para ello se formula Ia condición de e-
quilibrio en su forma débiI (trabajo virtual
nulo). *
/s{ûs}{tr}Tds = lv{e}{t}ra*' {11.3}
Trataremos de obtener un estado aproxi-
mado que curnpla dicha condición.
Para eIIo establecemos una aproximaci6n
a los movimientos {u} a través de funciones pré
fiJadas {n} que satisfagan el estado en el con'i
torno de la estructura, y de paránetros no conq
cidos {a} que intentaremos obtener mediante Ia
condici6n {11.3}.
Sabemos que las deformaciones {e} derí-
van de los nrovimientos {ui, y a su vez las ten'r
siones {o} pueden obtenerse como exPresi6n de
Ias deformaciones. ++
{e} = {â}{u}
{o}: {o}{e) { 13.2 }
De este modo, si aproximamos los ¡novf'









.fr{ür}1{."}a" = .1.,r{õ}T{o}at, puede transformarse
conaiderando {t¡.¡}:
m1 mnnl
si {u} = {u} {a} es la aproxlnaci6n de1 eÊtado
real de la estructura
nl Enn l




/"{ã}'[H]'{t"} as = /v{ã}'{n}'{oi {s} {"} av
y [xresto que los valores de los parámetros son constan-
tes para un problema dado
1.- nEhm 1 'l n- nd-dddn n 1Ì;itr.irl= i..) a" = {ã}r t/,,{n}t {o} {s} dv) {a}
siendo {N}, {s}, y {n} expresiones conocidas y sfendo co
nocidas las fuerzas en la superfic.le de la estructura
{tr} pueden efectudse Las IntegraLes definldaÊ de Ia
expresJ-6n anterlor, de nodo que quedará;
1n n l l n nnn'l{ã}r {.} = {ã}r {x} {.} {r¡.¿}
y al tener que cmplirse Para todo {ã} arbitrario
{r} = {r}{al {l:.s}
** Sl estmdo la estructura dlvldlda en elementos
realizanos las lntegral.es en el fuibito de cada elemenÈo
y los suanos, puede escrlbirse
{'} = {x} {a}
en Ia fotrta
! {r} = {ll.r}l {a}
y obtenerse el sistsna {13.5} correspondlente al estado
(aproximado) de la estructura como'ensarnblaieu (sma f,)
d.e Ios correspondientes a los elementos en çJue se ha dis
cretizado la estructura
t{r'} = {.1}iu} es Ia misma expresión
{r} = {x}{"} pero referida a un s6-
lo elemento en vez de
a toda Ia estructura.)
{r¡.s}
Dicha descripci6n aproximada deberá cum-
plir Ia condici6n de equilibrlo y compatibili-
dad en su forma débil {11.3}, de modo que exprq











que expresa que eJ. trabajo realizado es nulo pa
ra todo campo arbitrario de movimientos (defin!
ao por {ã}).
Hay que hacer notar que {x} es una ma-
simétrica, como ya veremos, y que si { l-3.4r}
cumplirse para todo {ã} arbitrario debe
{r} = {x}{a}
Asf, tenemos un sistema
que permite determinar
solver Ia aproximacj-ón
Al ser {X} y {r} integrales (sumas) es con
veniente a menudo descomponer la estructura en
partes (elementos) y obtener la integral exten-
dÍda a toda la estructura como suma de Ias inte-
graJ-es extendidas a cada elemento, usualmente
más sencillas. **
{K} = å I 
"{n}r{o}{B}dv = åtJie t13.6 ]Si además de entre los parámetros {a} considerados
para 1a estructura sóIo algunos tienen influencia
en un elemento determinado, siendo nula ]a inter
venci6n de los demás, 1as correspondientes filas
y columnas de las matrices {.f} son nulas. por 1o
que pueden no al-macenarse (almacenando s61o
ne ne{.ri para ne < n y usualmente ne<<n) . Dichas fi*
Ias(columnas) de ceros sólo serán necesarj.as en
eI momento de hacer Ia suma (que por ello se de-
nomina ensarnblaje: hay que sumar cada valor de
nn{J} en eI lugar correcto de {Ki).
Es usual considerar como parámetros Los mo-
vimientos de puntos privilegiados de Ia estruc-
tura (nodos) . ss
t Puerzas nodales: {r} en tas expresiones {t:-+} y
{t¡.S} tier" eI sentido de "fuerza" asociada a cada "d,es
plazmientor {a}, e. Ia medida en que su producto mj,de
el t:abajo (virtual) de las fuerzas exterioles.
r: {r} = /"in}r{r"} a"
2: {.r} = ,¡ {s}r{p}{e} ¿'e







Cono ejeûrplo de 'rensarnblaje" suponganos una es-
t-ructuEa en estado plano discretizada en tres elenenÈos
e1' e2, e3, y con "nodos" asociados a Lös vértices nwe-
rados 1 , 2, 3, desde e.I punto de vista de cada elenento















"r, "rrl larl tereme.tor
a la estructura, a.ñadirfí
Por Io tanto, resolver un problema es-
tructural mediante el método de Los el-ementos
finitos requiere;
0: Establecer una partición de Ia estruc
tura en elementos, y definir los parámetros en
base a los que describir el comportamier¡to de
dichos elementos (elementos, nodos y desplaza-
mientos nodales).
1 ¡ Establecer 1as acciones sobre 1a es-
tructura en forma de fuerzas nodalesn mecánica
mente equivalentes a las acciones reales. *
2: Construir Ia matriz {K} (Ila¡nada ¡na-
triz de rigidez pues usualrnente relaciona deso
plazarnientos con fuerzas) por ensambJ.aje (su¡na)
de las matrices {.f} ae rigLdez de cada elemen+
to.
3: Resolver eI sistema de ecuaciones re
sul-tante obteniendo de este modo los "desplaza
mientos nodales" {a} que permiten reconstruir
eI estado(aproxinado) de toda Ia estructura.r.
** En general para una estructura dada, en
cada nodo es conocido, bien su componente r¿
(fuerza acci6n sobre el nodo Libnzl, bien su
desplazamiento aó (coacci6n al- movimiento cono-
cida en ÁuLLenta.cioneÁ)¡ es usual, por tanto,
escribir el sistema {rl = ix}{a} en la forna:
l.¿l lK,., Krol 1", Ilrl = l*oz *ool l",l
en eI que son conocidos {rai, {ar}, y desconoci-
dos {a¿} (movimientos) y {roJ (reacciones).
De este rnodo, Ias ecuaciones se pueden es
cribir y resolver-
{ra} - {xro}{ao} = {xrr}{aa} (obtención
t:.'i:Bi::î*"'{ro} = {xo"}{a*} + {xoo}{ao} (obtenci6n
- de reacciones)
Es usual construir sól-o{xra} 56
(Estructura)
t{.E.F- : ÀnâIisis matricial.
r 1.- Elecci6n de ra aproximacl6n.
Eleoentos: las bæras.
Nodosr los nudos de uni6n entre barras, y cualquier
pmto singular que convenga (por cambios de
secci6n, de geonetrla,...), de modo a sinpli-
ficù las barras aI náxi¡o.
Puánetros nodales: movimientos de los nodos: despla
zm.Íentos (estructuras de nudos articulados o
rígidos) y tanbién giros (estructuras de nu-
dos rígidos).
Interpolaci6n de movimientos en interior de barras:
mediante fas ecuaciones ya conocidas deriva-
das de la hipótesis de Navier.
tt 2.- Fuerzas nodales,
La6 correslþndientes a los novlmientos nodales elegi
dosr comfþnentes H y V de las acciones sobre nudos
(más mmento sobre nudo en nudos rígidos).
se pueden obtener mediante {13.7}, aunque es más sen
citlo y más adecuado en este caso considerarlas como
resultado de descomponer las acciones actuantes (y
Ios esfuerzos resultantes de las mismas) en dos sis-
teÍas :
- 
EI primero, sin novimientos nodales (ii"emPotra-
miento Perfector'¡ i), y Por tanto con las reacciones
sobre los nodos precisas para elirninar tales rnovi-
mientos '
- 
El segundo. con movimientos nodaLes y con acciones
sobre nodos (iguales y contrarias a las reacciones
"de erpotraniento" del sistma anterior) ' Es este se
gundo sistma el que se analiza matricialnente' su-
perponiéndose finalnente los esfuerzos de las dos
partes de Ia descomPosici6n'
1.- l{,aiúriz de rigldez: Matrices de bæras y ensarnblaje'
IÆ vflos a contLnuaci6n 
'













4 Nudos d(. sus-
t c:¡rt ac:r ór,
5l Valores desr-













14.O EL ANALrsrs MÀTRrcrAL coMo ESPECTALTZACToN DEL
I4ETODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS
Aun cuando el Icál-culoI matricial de es-
tructuras de barras es hist6ricamente anterior
a1 Método de los Elementos Finitos, puede se!
considerado como una especializaci6n del- mismo
a este tipo de estructuras,
En efecto, se trata de obtener los es-
fuerzos de una estructura discretizada en ba-
rras con acciones sobre los nudos de unión en-
tre éstas, y planteando e1 probl-ema de forma
gue las incógnitas sean 1os movj-mientos de esos
mismos nudos. *
Las fuerzas actuantes sobre la estructu-
ra se descomponen para su anáÌlsis. **
(1o: acciones "local,es" dÍstribuidas y reaccio-
nes sobre extremos de barras: no hay movimien-
tos nodales; 2o: acciones "globales" sobre nu-
dos, incluso fuerzas que contrarresten Ias "re-
acciones. añadidas en eI primer sistemai es es-
te úItimo sistema eI que se anaLiza matricial-
mente).
La matriz de rigidez {K}, que relaciona
acciones sobre nudos {r} con movimientos de és-
tos {aJ ({r} = {x}ia}) 
' 
se obtiene, como ya sa-
bemos, por ensamblaje de las matrices de rigi-
dez de l-as barras ({J}) expresadas todas ellas
en los ejes generales elegidos para la estructu
ra, y obtenidas, bien por inspección (si se co-
nocen todos los términos) , bien mediante Ia in-
tegración usua.l-.
1¡¡ = .r"{B}t{o}{u} ¿.,





. {u}. .., = u
{e}={a}{u} ..=c=*'
por Io que conocemos {ð}. gr operador es:
{a}.... , = ¿""" - ã7
{o} = {o}{e} .. = M = Er c
y por Io tanto es conoclda {o}
{o}.... ....... = Er
si no hay cargas dlstribuidas en Ia viga, como es
el caso tras Ia desconposición, en cada barra puede es-
criòirse:
{u} = {u}o{a}o = l.- i "'. ijll-(r-x)+zll:"r2 "fl lg;l
(ver f ign¡ra) lt.qj
de nodo que en cada barra {s} = {a}{¡¡}
rsr = l- î. +ll+ .'i'l 'ra matriz de ri-{la.s}
gidez de cada una de ellas 
"s {¡}.
t¡l=I{s}r{p}{s}a'




14.1 ANALISIS MATRTCIAL (MEF) DE UNA VIGA CONTINUA
Sea la viga continua de Ia figura, con
tres barras y cuatro aPoyos, Y de ejes cartesia
nos coincÍdentes para todas Las barras.
La situaci6n de equilibrio de Ia viga
queda totalmente descrita por su deformadar Por
lo que l-os movimientos que, en todo punto, bas-
tan para ta1 descripci6n son los descensos de
Ia elástica de Ia viga ({ui = u) i14.1]
Las deformaciones Pertinentes en el aná-
lisis de Ia viga son las curvaturas en cada sec







2 2 *3 ^u=(x--x+-t)ei
't-
(Puede obtenerse facilmente
mediante la IeY ale Mohr, Y
análoganente) '




Los esfuerzos correspondientes a tal-es
deformaciones son los momentos fl-ectores de ca-
da sección
({o}=M=Erc) {14.3}
Vemos que para resolver la viga basta oÞ
tener su elástica (u) , 1o que puede hacerse co-
nocidos los giros sobre los apoyos' que sonl
pues, nuestros paránetros nodal-es'
La aproximación se describe Pues;
*Nodos: 4 , uno sobre cada apoyo '0u *Elementos: 3, tres barras.
*Parámetros nodales: giros en cada apoyor
Fuerzas nodales r momentos ejercidos sobre
Ia viga en cada apoyo (ver figura) .
¡,latriz de rigidez: es elemental la obten-
ci6n de Ia matriz de cada barra {J}, Pro-




(correspoûilieDdo Ia nweración a extremos (nodos) de bàrra)
Para Ia viga cqtrpleta:
Puesto que {x} = tt¡}
I 2 3l I 2 3 ¡{ 12 3 c
Puesto que los ejes son comunes, basta smar cada
cmlDnÐte de rtgidez de cada barra en Ia posici6n que
corresponde a los nudos de la estructura en que se i¡iser-
ta-
I¿ solución al problema planteado se obtiene resol
accrones ratriz obtenida
conocidas
obtÐidos los giros, {14,4} pernite obtener Ia e-
rástica, {ll-z} y {l¿.s} tas curvaturas, y {14.3} ros mo-
Eentos en las secciones Para Ia Parte de Ia descomPosi-
ción analÍzada, que superpuestos a los de "empotraníento
perfecto', resuelven eI problema.
Para ¡ma barra aislada¡
[:;: ;1[:l -E I l:l
Tras el ensanblaje y Ia resoJ.ución de1
sistema de ecuaciones resultantes, la sol-ución
completa deI problema es elemental.
viendo ¡
f-"", I [rrì tr) o
lr",-""r1 lrri ")*r,i ,.,i
L'.:*1 
= l: "tr "i:',i, :
#=#â
(l:mt,otrani er¡to peIf a to)
++
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14./ ytrxtz DE RrcrDEz DE BÀRRA
Aunque puede obtenerse como se ha expues-
to para el caso general y para el ejemplo ante-
rÍor, l-os términos de la matriz de rì.gidez de
una barra son deducibl-es inmediatamente de la
teorfa de barras.
Sabemos que podemos considerar en e1 pla-
no los esfuerzos sÍguientes:
(y Ìas correspondientes deformaciones)
- N esfuerzo axial (alargamiento)
- Itl,T flexi6n
y en el espacio:
- N esfuerzo axialx
- 
M- T., flexÍón (pÌano OyX) (curvaturas)
- 
M.. T_ flexión (plano OZX) (curvaturas)yz
- 
M-- momentos torsores (giros de torsi6n)x
El anáIisis de dichos grupos de esfuerzos
puede realizarse en cada barra independientçrnen
te, sÍ nos hallamos en régimen IineaI (elástico)
Puesto que un término de rigidez no es más
que eI esfuerzo preciso en un punto para mante-
ner un novimiento unidad en otron dichos térmi-
nos se deducen de inmediato de las figuras.
De este modo, es fácilmente deducible la
matriz de rigidez de barra en sus propios ejes
para todos l-os movimientos posibles de sus extre
rnos (3 desplazamientos y 3 giros en cada extremo
suponen una matriz de 72.12\{r} = {¡} {u} [ 14 .l-0 ]
De dicha matriz pueden extractarse las
partes precisas para cada problema sin más que
el-Íminar Las filas y coJ_umnas correspondientes
a los movj-mientos no significativos.
l;l li;ll,:"1lr rl













































{r¿.ro} t{r} = {.r}{u}l {r ¿.gJ
I'
r Segfln Ia f.ecci6n 2 , sabemos ployectar veetores
de unos ejes a otros. Suponiendo por ejenplo los movimLen
del extreno lzquierdo¡
{u.}- = {v}{u.}lB re
'análoganenter {r.}" = {v}{r.}.
o oás e¡ detalle(en casos planos) g
1". I lcr c I lu. I I .o=c senol lu II rl I cx oyll Il _ I ll rl
l"tl"= lou* oßrl lu,l.- l-='no """o1 l"rl"
(y anáIogmente podemos hacerlo en tres dimensiones, y
Io [isno independienLemente para los componentes de gi-
¡o)
Puesto que para eI exÈremo derecho es J.o mismo, y
I[esto que Ios movimientos de arnbos extremos son indepen
distes
l{o.}l l{v} io}l l{u.}lI tl=l ll rl ,esdecrr!
I 
{uu) l" I iot tut I l,"u}1.
{u}s = {r}{u}e
{n}" = {t}{r'}"
ecuaciones en las que podemos haber eli¡nj,nado los rnovil
mientos no significativos, por ejemplo, Ios movimientos
transversales en barras articuladas r
14.3 cA¡,{Bros DE EJEs BARRA-EsrRUcruRA
Hemos visto formas de la matriz de rigi-
dez de una barra en ejes "propios": haciendo
coincidir eI eje OX con la recta que une sus
extremos (izquierda-derecha) . Sin embargo, és-
tos no sueLen coincidir con l-os ejes generales
de Ia estructura, que son los utilizados para
su anáIisis,
Es elemental, sin embargo, eI paso de
unos a otros:
Sabemos que para una pieza aislada pode-
mos escribir {r}" = ir}B{u}B {14.10}
(fuerzas de extremo = rigídez . movi¡nientos de
extremo) expresado en ejes propios, es decir,
tanto {F}" como {U}B representan componentes
en ejes de barra.
Ahora bien, podemos igualrnente construir
{n}" = {.f}"iUi", donde las componentes sean en
los ejes general-es de Ia estructura. *
En efecto, sabemos escribir:
{u}e = {ri{ule y {F}e = {r}{F}B {14,11}
Si medimos la energfa de deformación aI-
macenada en una pieza que se halle en eI estado
defÍnido por {14-10} obtenemos: t*
rr =, {u}l{r}B{u} = } tutlr"t"tut"
de donde se deduce inmediatamente, a
de {t¿.tt}¡
{Jie: {r}r{t}"{r}
Obteni.das l-as matrÍces de rigidez de ba-
rra en ejes de estructura, es inmediato eL en-





PROCESO DEL ANALISIS MATRÍCIAL
DESCOMPOSICION: 2 sistemas, con y sin
movimientos nodales
Descripci6n de Nudos, Barras
Fuerzas nodales













y siendo por tanto {r} una matriz no necesariamente cua-
drada.
t* La energfa de deforrnaci6n Para un movj:niento infi-
fritesinal es 3
du = d{u}T{r}. por to que
u = |{ulr{rl = !tul"tr}tu} {tt.tz}




{x} = iJle = {r}r{J}Btrl
ftft[-l -N{t} e'.a" obtenerse ráctrmente:
{,} = fï" ".å" .o!o =.:J = b : : :l
1
14.4 i;¡E¡ipt os
14.41 Sea una estructura de nudos articulados
con barras de igual material y secci6n. En ejes
propios Ìa matriz de rigidez de cada barra es
{J}B = + [1,-N
En ejes de estructura es
{.r}" = f tttr [1r-N {r}, rácÍr.menre
calcul-able.
EI sistema global- para la estructura es ¡
{F} = {K}{u} que puede escribirse (ha-
ciendo constar l-os nodos)
F::;l'fl llF::fl=EÏ; ':i '""i
l_-ab -bz ab ul
N\ìrìerùc i ór Nu<los y
br rra r; lorrgitudcÉ dt Lu¡ r¡ s
(basta calcular una submatríz ð.e 2.2 que se repite)
Er,EuENTo, {.r}" , {r}.
| {F}21 _ lt*rr}{K23}
Itrirl - l,^rr){xrr}
que puede resolverse
lo I l'.' o ot0 | I 0 2-5 0
lo l=l o o r.47
l-tollo -2 -0.37
{Kl1} {K12} : {xrr} {xrn )
{xrr} {xrr}: {xrr} {xrn}





















l,es esfuerzos obtenj.d()s f)ucder,
l¡rterpretarse segúrr la fi<¡rrra:
{xrr} {xnr}: {xnr} {xnn}
Ahora bien, {ur} V {ur} son movimÍentos de sus
tentacÍones (conocidos), en este caso nulos, y
{r'}, V {r'i, son Ias reacciones correspondien-
tes.
. SÍ nos l-imitamos a escribir l-as ecuacio-
nes para los nudos l-ibres resulta (siendo




{u^}I {r}, = {K}r{u}r
5,
{Kzz}={tr)}+{lri}
{xrr} = {.rrf }
.{xrr} 
= {.r,,f} * {.r,j}
Para eI ensanblaje obtenemos:
I t: : 01
* i¿ zlzl
* {¿z)}
Los desplazamientos obtenidos permiten obtener
Ios esfuerzos en las barras, al ser conocidos
'los movimientos de extremo de todas e1las, 1o
que se deja co¡no ejercicio para el l-ector.
62
L.n, I ¿.ss
¡ Obtenci6n de descenÄo de extremo de La barra cur-
va en nénsula, (fig. 4)
Para Ia carga de nieve q (por trabajos virtuales)
-1+----r--f
mflrn'Tmrllllilll[[]IttäÍrmil q
14.42 Sea l-a estructura de nutlos rfgidob de Ia
figura (sección cte.). Si no consideramos los
acortamientos en barras, eJ- probJ-ema se reduce
.al de Ia fig. 2, cuyo comportamiento puede des-
cribirse una vez conocidos los movimientos ó y
0 de su deformada, considerando el- punto A co-
mo nudo y I.ìs pÍezas recta BA y semÍcÍrcunferon
cia AC como barras.
1: Llevar las cargas a l-os nudos exige desconpo
ner e1 problema nuevamente en dos (fig. 3)
2: Las cargas sobre el nudo A se obtienen fácil
mente considerando coacci6n total aL movimiento
en Ia barra curva.
En efecto, por el teorema de los traba-
jos virtuales pueden obtenerse todos los movi-
mÍentos descritos en la fig. 4, y por tanto Los
valores de l-as reacciones precisas para anular
todo movimiento de extremo. *
Estas son: M = 0.0263qI2 H = O.2'13qI
3: La construcción de las matrices de rigidez
correspondientes a los movimientos aceptados
del nudo A es elementa.l-: para la barra recta se
corresponde con la submatriz de flexÍ6n en eI
plano del p6rtico; para Ia barra curva ha sido
obtenida de hecho en el- paso anterior.
4: De este modo eI ensamblaje es inmediato. En
J-a fig. 5 figura Ia matriz {K}, cuya obtenci6n
se deja como ejercicio.
5: La resolución deI si.stema resultante permite
obtener los movimientos del nodo A, y por ende
Ios esfuerzos derivados de dichos movimientos.
6: La superposici6n de los esfuerzos de los dos
sj.stemas (fiq. 3) resuelve eI problema.
M = -q 
(x+\/212
x-2 Momento real
õ* = # 8+L/2, (sienalo v=1) curvatura virtual
L/2
un= ft/, # k+L/2l2ds, donde x = L/2(1-coso)
ds = I,/2 do
y se integra c entre 0 y T.
5na
"n = i ¡i n (siendo R=I,/2)
de
I
se obtrenen el resto de
s cargas q, M, H, V:
lel ln* zn2 nn2 I





Iu'] fo. ozo¡ rl
l"l = lo.r^ 1",["] L-o. , ]
obsérvese que La matriz de Ia ecuación reiacrona
Invirtiendo Ia maÈriz en Ia segunda ecuación:
De modo que para anular los movimientos que provoca Ia
c¿rrga q (0q, ôq, vn) se reguieren (M, H, v) que provoguen
(-0n, 
-ôn' -vn).
tlos movinientos en A con los esfuerzos requer
sobre la bæra curya. por 1o que es Ia submatriz de rigi-
dez J de Ia barra, si su matriz comPleta exPresa
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DETERMINACION DE IÀS FUNCIONES DE FORMA.
Si para estado plano de tensión considermos inde-
pendientemente los movimientos hori-zontales y verticales,
e interpolmos ambos componentes de la misma forma, pode-
mos escribir :




Las funciones N. deben elegirse de forma que set
anulen en todos los nodos salvo en eI de su misma denoni-
nación para eI que ha de adoptar valor u¡ridad, al objeto
de que 15.1 evalúe correctmente los movimj.entos de
Ios nodos al usar cmo coordenadas (x,y) las de éstos.
Pueden verse rePresentadas gráficæente algunas
de dichas funciones.
r Veamos como pueden obtenerse.
Para n nodos : una función polin6mj'ca determinada
con n condiciones exige n términos. Así pues r
donde los coeficientes a.,b. ,... (englobados en fa ma-nn f a
t-ríz {z}, han de asegurar Ios citados valores uno o cero
en Ìos nudos. Plantear esta condici6n Para Nl implica :
Nt=1slx1y1
N =Osix. v. il 1 (i=nadenudo)I r -r
;;;"-;;;-; l,..ion"= ,I *'r Y1 *rYr *1
' 
*2 Y2 
"z{z *'zt *a ,t 
":Y¡ "3
Ilrter¡roJaclórr a I)artlr cle m()vìnlollt():r lr()ddle:i
USO DEL METODO DE LOS
ELEMENTOS FINITOS
15.1 MATRTz DE ELErr{ENTo: FUNCToNES DE FdRMA.
Hemos visto en 1,3-2 una descripción gene
ral deI método.
Como primera decisi6n se requerfa all-f
una definici6n de la aproximacÍón a utilizar:
tÍpo de elemento (o esquema de partici6n de la
estructura), parámetros incógnita ia] y funcio-
nes {¡} de interpolaci6n de los movimientos {u}
tle todo punto del- elemento,
Con sideremos el análÍsis de un problema
de estado pLano de tensión (por ejemplo, una vi
ga pared)
En la figura se ven algunos tipos de e1e
mentos posibles para los que los parámetros {a}
serán tos movimientos lÏl a" los nodos.glegrclos eremento y nodos (número y si-
tuación) debe descrÍbirse el movimiento de todo
punto a partir del de los nodos (funciones {N}'
de interpol-aci6n, tanbién conocidas como funcio'
nes de forma) -
La interpolación ha de buscar una buenç
aproximación al- movimiento real, por 1o gue dç-
be hacerse medÍante funciones que correspondan
a los primeros términos del" desarroll-o en serie
de las funciones (no conocidos) que describirían
eI movimiento real de los puntos del- elemen-
to. Suelen utilizarse preferentemente los térlrri
nos del desarrollo polinómico, aunque pueden u-
sarse otros tipos de desarrollo,
Elegido et tipo de l-as mismas 1L5.2j ,
éstas se obtienen estableciendo condiciones co:
nocidas en los nodos 1,5.1 (o utilizando fun-


















Eleme¡rto cuadraclo 4 nodos
Funciones de forma
ELemenLo cuadrado I nodos






Ver también Zienkievicz (1940) , can-7
64
*r De nodo que por {ls.z¡ y {ts.t}t
l+-+-+ o #o:.i.l.tt"'=L o i-i-,ä ofl¡ o l*
l"l
r"l = I I
L"l
|iil ||þlï,i lîr];'niti;, 1














15.1,1 ;ljempfo de eLementb triangular.
Sea el sencil-lo elemento trianguLar de
la figura. Al ser de tres nodos se necesitan
tres funciones de forrna polin6micas de tres tér
tírÍnos.
En el triángulo de PASCÀL se indican los
Lérminos elegidos (términos Lineales) .
Para construir las funciones de forma u-
sando {15.2} determinamos los coeficientes Iz]
mediante Ia expresión {15.4} *
{z} = {p}-1
Las deformaciones, que para estado plano
son los alargamientos unitarios y la distorsÍ6n
angular, y las tensiones, normales y tangencial,
pueden derivarse de los movÍmient( lult" L".l medr.an-te 1as expresiones:
{ei = {a}{u}
{o} = {o}{e}
y puesto que podemos apr<-rximar {u}, podemos i-
gualmente aProximar. {.} Y {o}. **
{u} = {¡¡} {a}
{c}={a}{N}{a}={B}{a}
{o} = {¡}{s}{a} {13.3}
De este modo quedan obtenidos los térmi-
nos precisos para Ia determinación de Ia matriz
de rigidez del elemento. ***
{,r} = /e{B}r{Dl{s}av = iLlA e {B}r{D}{B}{13.8}
(Los valores indicados corresponilen a v = 0.25)
En Ia figura se describen gráficamente
los términos de Ia matriz (se ve que basta ha-
lIar sólamente 13 términos de los 36 que compo-
nen Ia matriz).
Deformaciones Tensiones















tAi v {o} y puede harlarse
El cáIcuro ae {¡} es triviat por {tr.e}


























'{r} = l{o}{u}{o}l siendo {u} = I I




{r} = {r)r = -{rJ y {.r:Ì = {¡}
t = 21.'l(" T,/n
e = ().5 cm
I = 1O cn
r = 0-25
Es básico para un buen análisis el correcto estable-
cimiento de las condiciones de contorno. Aquí por
simplicidacl supondremos los Puntos A y B fijos (l-os
ejes se mueven en eI descenso de AB) y los puntos 1,




Consideremos un apoyo de un soporte sobre
cimentación, y supongamos que deseamos aproxlmar
el estado de tensión de 1os elementos trapezoida-
Ies.
Dada Ia rigidez en su plano de 1a placa
podemos suponer que los puntos A y B no se mueven
horizontalmente y que la recta AB desciende de-
formándose según la figura.
Puede hacerse una descripci6n aproxirnada
con el esquema de elementos de la flg. 3r pero
para seguir eL anáIisis manualmente usaremos me-
nos elemento.(1) (rig. ¿).
La matriz de rigidez de los elementos 1 y
3 es conocida; þara eI elemento 2 necesitamos es-
tablecer una rotacl6n de 180! obteniéndose pa-
ra dÍcho elemento, y con la numeraci6n de nodos
de la figura, la misma matriz de rlgidez. *
La matrÍz de rigidez de la estructura se
obtiene de inmediato: basta recorrer la estruc-
tura eLemento a elemento y acumular la rigidez
de cada nodo de cada eLernento en el nodo global
al que concurre. **
Las fuerzas nodales exterlores se evaldan
asimismo para cada elemento fácilmente mediante
J-a expresi6n : {13.7} {Fe}= l"{u}T{Ìs}ds, Pero
pueden conocerse de inmediato sabiendo que han
de ser estáticamente equivalentes a 1a acción,
y considerando la simetrfa del problema. ***
Los movimientos nodales se determinan re-
solviendo eI sistema de ecuaciones :
{13.5} {r} = {K}{a} , y conocidos éstos pueden
determinarse el resto de las inc6gnitas del pro-
blema. ****
'r. 1¡ai = l.{.t}
f 
{x,, iix.,r){x, r) | lirrjl.{.rrll ttlrt*I: r)t {-rri} I
{x}=l {xr, ) {xrrt r*rrr | | {.rrl )+{:rl } {;rl }'{:rj)*{;, i I {.rri l.{-r, jl I
l{xr,)txrr}ixr,rl lr.',]t {,:,j}*{.rrf} {;,i}-{;rj}l
{x}=























































En particular se obtienen de inmediato
las deformaciones unitarias y las tensiones, ele-
memto a elemento
{e} = {s} {u} ; {o} = {o}{e}
Puesto que las funciones de forma {N} que
se han establecido interpolan aproximando s61o
hasta el término lineal, sus derivadas iAÌ que
interpolan las deformaciones y tensiones s6lo
pueden describir estados constantes de tensi6n-
deformaci6n, que sólo cambian de elemento a ele-
mento.
Dichas tensiones y deformacj.ones se man-
tienen en todo eI volumen de cada elemento (pue-
den trazarse las lfneas isostáticas en toda la
estructura) , y a Ia vez definen las tensiones en
eI contorno de los elementos
Si analizamos el equilibrio de tensiones
en el contorno, resulta que éste no se produce
localmente ni en los bordes libres ni en eI con-
torno entre elementos,
El equilibrio sól-o se produce globalmente
en los nodos, que acumulan la informaci6n de to-
das las zonas de contacto que confluyen en ellos:
el punto te6rico que es eI nodo recoge informa-
ción no s6lo de ese punto sino de todo eI área
de influencia de1 mismo en el- contorno del- ele-
mento. Asf podemos interpretar las fuerzas noda-
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Elegido un punLo P en (rs) adm.iLrmos interpolar
los movimientos de su correspondrente P-en (xy) del nrotlo
en gue haríilos Ia inLerpolación en (rs) para e.I P.
r, -'l
Los movimient"r l"lI en el espaci.o rea]. (xy) sonLpl
ahora función de ì.as coordenadas (rs) de Ia imagen del
punto en eI elemento canónico y de los movimientos de
Ios nodos en el eLemento reaÌ.
tt Conocido un 
_DunÈo P en el el,emento canónico, las
cærdenadas del P- correspondiente en el elemento real
se establecen "por interpolación".
{rs.o}
En efectof la correspondencia entre los nodc¡s es
imediata, por Io que pueden considerarse las coordena-
das del elemento real "interpoladas" a partir de las co-
ordenadas de los nodos.
Por tratarse de una "interpolaci6n[ con igual nú-
mero y situación de parámetros, Ios elementos generados
por este procedimiento se denominan isoparmétricos.
Es fácil comprender que bien podrían usarse descripcioneb




15.2 ulrr'lnutos rsopAR\ttETRrcos 
.
Hemos visto en eI apartado anterior como
pueden formularse con sencillez matrices de ri-
gidez para efementos de formas regulares.
No es fácil- en muchas ocasiones obtener
particiones de Ia estructura mediante dichos ti
pos de elementos; es preciso pues construir ele
mentos capaces de representar formas más irregu
lares .
El método consiste en apoyarse en formas
sencil,las y construir los elementos reales me-
diante cambios de coordenadas,
Llamaremos elemento canónico a un ele-
mento cuadrado situado en un espacio de coorde-
nadas (rs¡ , - y vamos a construir la rigidez de
todo eLemento del espacio real (x 
, 
y) partiendo
de dicho elemento, y realizando Las transforma-
cj.ones de coordenadas precisas.
Las funciones de forma {N} permiten obte
ner fácj.lmente en el espacio (rs) los movimien-
tos (u- v_) de todo punto p a partir del- de lospp'
nodos. *
Establecemos una correspondencia biunfvo
ca entre los puntos de Los elementos canónico y
real y convetuinot en o¿5igna^ íd€nt.ico mov,i,mienfo a Lo¿
putLlo\ que Ae c()4^e/sp()nden ¿n anbo¿ elemenlo¿,
Para establecer l-a correspondencia entre
ambos elementos adoptamos las mismas funciones
de interpolaci6n que para los movimientos.
{u}*" = {n}.={a}*, movimientos {15'5}
ixÌ*" = {N}rs{x}xy coordenadas {15.6} t*
Descritos e1 elemento (real) y sus movi-
mientos, veamos como construimos su matriz de ri
gídez, que permitirá posteriorrnente ensamblar Ia
de la estructura y resolver l-os movimientos no-
dales. (ß
{n} .(r,s=r s ,pp
= {H}.(r,s=r s' Pp

















{n} rnterpola movimientos {N} rnterpola geonetrfa
* {s}= {r¡.¡}
aonde {â} es un operador diferen
{ crat en (x,y) y {¡¡} está descri-
to en (r,s).
(1 ) (1+s) 0 (1-r) (1-s) 0 (1+s) (1-s) 0
tn]=|
0 (1_r) (1+s) 0 (1_r) (1_s) 0 (l+s) (1_s)
H zar un mlsmo grupo de coordenadas,
F()rrt¿ Jr- ìrìtegrar cn (x.y) c(,¡
2xl , rr 3x-' puritos de
j,rr Legracrón
AdopLarcs por sencillez l-as (r,s) .
15.2.1 t'tatriz de rigidez del el-emento.
Hemos de rea]-ízar , en el espacio reaL r l-a
integración (numérica) de la expresi6n {13.8}
{,¡} = /v{a}t{o}{s}a., = ¡ot{¡}T{o}ie}i {15.2}
Para ello convendremos en recorrer el e]-e
mento según recorremos su imagen en (rs) . Hemos
de establecer, pues, Ia forma del operador {â}
en (rs) y estabLecer el- valor real en (xy) del
término dv a partir del correspondiente término
elemental en (rs) . *
lfl
y IÐr tanto:
{s} = {a} {r¡}xy
la* ayl la I
= l:::;lla"l a rvr." = {c}{v}*,
lãã ããllã'l









{H}{a} tr¡} = {Hl{c}rs rs
{c} ¿r as
Io tanto:
re.0. {ci }r{u, }r{l} {ur} {c, )
Es decir, podemos escribir el operador {ã} en tér
minos de (rs) sin más gue conocer eI inverso del Jacobia
ro {C}, que es calculabLe en todo punto puesto que son







l, a ^-r^-llã* ãt '21 '22
-.**x
l
y puede hacerse Ia integraci6n numérica mediante
Ios puntsos gaussianos del elemento canónico.
Puede verse, pues, la facilidad con que
pucde establecerse un programa de ordenador que
construye Ia rigidez de todo el-emento sin más
que ejecutar Ia operación { 15.9 } .
Anál-ogamente puede establecerse el cálcu-
lo de 1as fuerzas nodales en eI contorno ({13.7})
calculando Ia integral al recorrer eI contorno
del elemento can6nico.
{r} = .rU"{n}T{rrids = le{ll"}T{rr}t"









{u}{a} {N}rs rs {rs.z}
Iguahente eI área elemental recorrida en (xy) al
recorrer drds en (rs) puede calcuLarse en función de (rs)
al ser el nódulo del producto vectorial (år.ä=)*.,,
I i j klt^t
aa = la? * d;l = li+'Ë. ol = l{c}laras {rs,e}ldx- òv I
lãÍ'ãJ= ul
- que es conocido aL conocerse el determinante del Jacobia
no {c}-
Funciones serendípitas :




- ----z- -. .
De modo general para los vértices r(1+u.) (l+yy. )
Èi = ------- 4- r=],.e
", 
= l (1-x2) (l+yyi) para x.=o (i=6f8)
1.Ni = 7 (l-y') (l+xx ) para y.=O (í=5,1) etc,..
rr Funciones lagrangianas :
H.. = r1("1 rT(v)rl I l
(x-x.,) (x-xr),., (x-x._.,) (x-xi+.1) .,. (x-xr)
sienao 11(x) = (x.-xr) (x,-xr) .,, (xi-xi_1) (x.-x.*.,) ... (x.-x.)
lir Pa'a las funciones serendlpitas tenemos:
{u} = {n}{a} sienao {wJ = I4
F(l+x) (t+y) o (1-x)
L , (1+x) (1+y)
1522E1s¡s¡to de 4 nodos: funciones de forma se-
rendfpitas y lagrangianas.
Hemos visto un método para hallar fun-
ciones de forma que a6n siendo general, es sus-
ceptibÌe de presentar probfemas num6ricos ({P}
singular) , y en todo caso, es costoso en cáIcu-
-1lo ({P} ').
Otro medio es elegir funciones en las que
sea fácil, comprobar que cumplen 1as condiciones
en los nodos.
Dos familias cLásicas de dichas funciones
son La SERENDIPITA* y fa LAGRÀ1'¡GIAI'¡A**, que son
fácil-es de establ-ecer para los elementos cuadra-
dos de J-a figura (otros elementos pueden trans-
formarse en éstos por transformación de coordena-
das o cambios de escala) .
Por 1o tanto es relativamente fácil esta-
blecer J.as correspondientes matrices de rigidez.
En efecto, al iguaf que para eI eLemento
triangular quedan determinados:
{Nl (interpolaci6n de movimientos)
{B} (interpolaci6n de deformaciones)
{J} (matriz de rigj-dez del elemento) ***
Sin embargo, es fácil vislumbrar Ia cre-
ciente complejidad de la integración precisa pa-
ra la obtenci6n de {J}, por Io que, usualmente,
se recurre a procedimientos de integracÍón numé-
rica, de los <1ue eI más usado es el de los pun-
tos de Gauss.
La integraci6n numérica por Gauss consis-
te en transformar Ia integral en suma¡
,rf (x) dx = Ic . f (i) 
' 
eligiendo cui.cladosamente tan-
to l-os puntos i como los pesos u, de modo a mini-
mizar el- número de operaciones a reaÌizar.****
Existen tablas de puntos y pesos de Gauss
para J-a integracÍón de polinomios de diversos
grados.




-1-y 0 -1+y o
'l+x 0 I-x 0 -l+x











lrilar c = lzî-*, ï(r-*'))a"av
Por integración nmérica co 2 puntos por coordenada tene-
nos, por e;emplo, para Kl1:
Ktl = ctû.f- = c loi((l+y.)2+ !!fl+* ltl
zc tr* I *fu *t* + h* ]tr* + - i t* ! - /rtt=
crf + tr-vl 9¡
Idéntico aI obtenido por integración algebraica'
Kl1 = c.r((1+y)2+ |tr**l tla*ov=c/l({¿'* t;u{'**)'rl ].,a*
PUNTO DË








,ff (x)ax' : 1 -r (-1 //tl+





t cRrrERos DE coNvERGENcrA.
La discretizaci6n es convergente si:
1 ) Es capaz de representar movj.mientos rlgidos
del elemento (sin defomación),
2) Es capaz de reptesentar todos los estados de
defomación constante posj-bles en el- el,emento (es
to incluye eI criterio anterj.or).
3) Para todo conjunto de elementos contj-guos que
se hallen srmul.táneamente en el mismo estado de
defomaci6n consÈante existe continuidad en Los
desplazmientos, tanto en el interior de Ìos ele_
mentos como a través de las superficies de contac
to entre los mismos (criterio de ta parcela),
Podemos sustituir eI criterio 3) por el más res-
tricti,vo 3 bis) :
3 bis) Existe continuidad en los desplazamientos
tanto en eI interior deL elemento como a través
de las superfj-cies de contacto entre los mismos.
En este caso la convergencia es MONOTONA.
Una demostración rigurosa de las anteriores afir-
maciones excede los objetivos de este textof por lo que




En el- camino destinado a establecer qna
solucÍ6n aproximada a1 comportamiento de una es
tructura completa se han real-izado dos reduccio
nes:
Una aI establecer un modelo de comporta-
niento para ésta susceptible de ser tratado ma-
temáticamente (p.e- : material elástico,...) .
' Dos, al- discretizar eI modelo de la es-
tructura para representar su comportamiento a
!)artir de un nGmero limitado de parámetros.
Se habla de convergencia del método de
Ios eÌementos finitos si las soluciones de Ia
dÍscretización pueden aproximarse tanto como se
cluiera a las del modelo matemático que se repre
senta 
-
A la izquierda se enumeran los criterios
'le convergencia establecidos para eI método, *
Pueden J-ograrse aproximaciones crecientes
Dara un Problema dado,
1) bien disminuyendo el tanìaño del ele¡nen
to ,¡ aumentando el- número de éstos (disrninl¡ción
de h = .li¡¡e.¡sió,i tf':ica)
2) bien au.nùnt-iinJo el rrúmero de paráme-
tros pcr elemento, añadiendo términos adiciona-
.l-es aI desarrollo (añadiendo nodos o términos
anodales) (alrmento de p = grado del polinomio)
Hablar de Ia precisi6n de los resultados
exÍge además estudiar detenidamente los impor
tantes problemas derivados de la limitaci6n en
la precisión numérica de las oner:rciones en orde
nador y de los errores de re<ìondeo asociados a
éstas- Nos limitamos aquf a hacer constar el
problema, que trata detafladamente Deif en su





















' No es eI objetivo de este texto ofrecer
una amplia bibliografla sobre los temas a.borda-
dos: ésta podrfa.ser tan extensa co¡no el mismo
texto, y éste no pretende ser más que un cabo
clel hilo que lleva a 1a madeja de la teorfa de
]-a elasticidad y sus aplicaciones.
se remitè al lector a unos pocos textos
básicos a través de los cuales pueda progresar
en eI devanado de éste.
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